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1 Inledning

Matematiker forsoker alltid att vara sa generella som mojligt. Om det
inte &r absolut nédvéndigt uttalar man sig ogdrna om nagot enskillt fall.
Finns det en struktur som dyker upp pa flera stéillen forsoker man pavisa
egenskaper for allt som har denna struktur.

Denna text syftar till att exemplifiera detta. De rakneregler som géller for
heltalen géller &ven for polynom. Mycket av det man kan gora med tal kan
man dven gora med polynom, till exempel hitta den storsta gemensamma
delaren till tva polynom.

Pa samma séitt finns det motsvarigheter till rationella tal och reella tal.
Tabellen nedan sammanfattar processen.

Ring Kropp (Supremumegenskapen )
Heltal — Rationella tal — Reella tal
! ! !
Polynom — Rationella funktioner — Potensserier

Forkunskaperna till denna text &r begreppen faktor, delare, primtal,
minsta gemensamma multipel, storsta gemensamma delare samt relativt
prima.

2 Att ga mellan olika typer av tal

Leopold Kronecker (1823-1891) sade att ”Gud skapade heltalen. Allt an-
nat dr ménniskans verk”. Detta uttalande gjordes under den tid da ma-
tematikerna hade upptéckt att var inuition latt leder oss fel. Till exempel
gar det att konstruera en kurva som bara bestar av horn. Det finns ocksa
lika manga rationella tal som det finns naturliga tal, trots att det finns
oandligt manga rationella tal mellan noll och ett.

Under 1800-talet borjade matematikerna darfor forsoka bli mer och mer
precisa i sina definitioner och utreda de logiska konsekvenserna av dessa
definitioner. I den processen skapade, eller upptéackte, man matematikens
storskaliga struktur.

Nagonting maste man hur som helst utga ifran. De naturliga talen och
hur man adderar och multiplicerar dessa ansag man vara givet. Daremot
maste de hela talen definieras endast med detta som grund. Dérefter
maste man precisera exakt vad man menar med addition och multiplika-
tion for dessa.



De rationella talen och riknereglerna for dessa definieras sedan med de
hela talen som grund. Sen &r det de reella talens tur.

Exakt hur denna utvidgningsprocess gar till ligger utanfér malet for den-
na text, men for varje kapitel inleds med vad man vinner och forlorar i
varje steg.

3 De hela talen och polynom

De naturliga talen har en egenskap de hela talen inte har, ndmligen ett
minsta element. Detta &r en viktig egenskap som kan utnyttjas vid ma-
tematisk bevisforing. Om ett bevis bygger pa att man riknar ned nagot,
kan man vara sidker pa att processen slutar om man kan vara sidker pa
att de naturliga talen racker for att ange det som rdaknas ned.

Det vi vinner dr att varje tal har en additativ invers. Det gar att gora
addition ogjort, ekvationen = + 3 = 5 gar att 16sa.

3.1 Polynom

Ett polynom &r ett uttryck pa formen

" + ap_ 12" 4 a4 ag

dér a, till a; ar tal och kallas for koefficienter och talet aq kallas for den
konstanta termen. Om talen &r heltal siger man att polynomet ar dver
de hela talen. Vi skall senare behandla polynom 6ver andra talméngder.

Talet n skall var ett heltal och anger polynomets grad. For att detta skall
vara meningsfullt maste a,, # 0 gilla.

Exempel 3.1.1. Polynomet 3z? —2z+7 ér ett polynom av grad tva. Ko-
efficienten framfor 22 &r 3, koefficienten framfor x #r —2. Den konstanta
termen dr 7. Polynomet x ar ett polynom av grad 1.

Talet 4 kan betraktas som ett polynom av grad noll.
Uttrycken /z, —— och z!? ir inte polynom..

Uttrycket %952 — 3z ar visserligen ett polynom, men inte ett polynom &ver
Z eftersom koefficienten % inte ar ett heltal. A

Ett polynom &r inte en funktion eller en ekvation. Daremot kan en funk-
tion uttryckas med ett polynom, och kallas da ibland polynomfunktion.
Dessutom kan en ekvation uttryckas med polynom. Ekvationen kallas da
polynomekvation.



Exempel 3.1.2. Funktionen f (z) = 3z — 6 definieras med ett polynom
av grad ett. I ekvationen z* — z = /= + 2 dr vénsterledet ett polynom
av grad tva, men hogerledet &r inte ett polynom. Dérfor ar ekvationen
inte en polynomekvation. A

Vid rékning med polynom &r man alltsa i allménhet inte intresserad av
att berdkna polynomets virde for nagot virde pa z, eller intresserad
av att 16sa en ekvation! Symbolen z anvinds endast for att underlétta
berdkningar.

3.2 Raikning med polynom

Polynom kan betraktas som ett slags generaliserat tal. Jamfor definitio-
nen av polynom med hur vi uttrycker tal i basen tio. Det som skiljer &r att
koefficienterna i ett polynom far vara vilka tal som helt, inte bara talen
0 till 9. Pa samma séitt som basen 10 i vart positionssystem anvénds pa
ett smart sétt for att bokfora siffror vid berdkningar, anvinds symbolen
2 1 polynom fér samma sak.

Egentligen ar det inte nédvéandigt att skriva ut de olika potenserna av x
da man sysslar med polynom. De anvéands bara som en slags bokforings-
hjélp, vilket blir tydligt i exemplen nedan. I hégre matematik definieras
polynom &6ver en méngd som en f6ljd element ur méngden dér endast
andligt manga element i foljden &r nollskilda. Pa ren svenska betyder
detta att det intressanta bara &r polynomets koefficienter

Anledningen till att polynom over Z tas upp i samma kapitel som 7Z sjalv
ar att de uppfyller samma algebraiska struktur, de dr bada exempel pa
ringar.

Mer precist &r en ring R en méangd dér det finns tva rdkneoperationer de-
finierade, addition (med symbolen +) och multiplikation (med symbolen
-). For dessa riakneoperationer géller foljande.

A1 Slutenhet: a + b € R for alla a,b € R.
A2 Addition ar kommutativ: a +b = b+ a for alla a,b € R.
A3 Addition &r associativ: (a +b) +c=a+ (b+c) for alla a,b,c € R.

A4 Det finns ett element 0 € R som uppfyller att 0 + a = a for alla
a € R.

A5 Till varje a € R finns ett element —a med egenskapen att a+ (—a) =
0.



M1 Slutenhet: a-b € R.
M2 Multiplikation dr kommutativ: a -b = b - a for alla a,b € R.
M3 Multiplikation &r associativ: (a-b)-c=a- (b-c) for alla a,b € R.

M4 Det finns ett element 1 # 0 € R som uppfyller 1-a = a for alla
a € R.

D1 Distributiva lagen: a- (b+¢) =a-b+a-c for alla a,b,c € R.

Skall man vara noga géller ovanstaende axiom en kommutativ ring. Om
axiomet M2 uteldmnas fas en icke-kommutativ ring (vilket ordet ring
normalt star for).

Exempel 3.2.1. Du har sidkert rdknat med polynom pa grundskolan,
dven om rubriken da sdkert var nagot i stil med addition och multi-
plikation av parenteser. Lat oss studera nagra exempel med polynomen
22? — 3z + 1 och x + 5.

(22 =3z +1) + (#+5) =22 — 22 +6
2 _ _ 3 2 9.2 _ 3 2
(22° = 3z 4+ 1)-(z + 5) = 22°+102° —32? — 1504246 = 22°+72* — 14246

A

Detta &dr det normala sétt att stélla upp berdkningar med polynom. Det
ar dock intressant att notera att algoritmerna for rdkning med tal fun-
gerar dven for polynom. Jamfor foljande exempel.

96 x> —3r+5
+ 32 + 322 + 20 —7
128 4 — . —2
42 2 +3x— 7
- 14 . r+ 2
168 22° + 62 — 14
+42 + 2% 4322 —Tx
588 3 +5r2— xr—14

For att visa hur axiomen for rakning med element i ringar kan anvéndas
kan vi studera foljande satas.

Sats 3.2.2. Kvadreringsregeln (a+0b)?* = a®+2ab+b* gdller i alla ringar.
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Du ér van att se detta resultat i tillimpningar av typen (z + 1)? =
2% + 22 + 1. Det som i sjilva verket star inom parentesen ir summan av
ett polynom av grad ett och ett polynom av grad noll. Fragan &r nu om
regeln géller dven i fallet

(f(2) + g(2)) = (f(2))" +2- f(x) - g(x) + (9(2))"
dér f(x) och g(z) ar vilka polynom som helst.

Bewis. Studera
(a+b)? = (a+b)(a+0b) =a*+ab+ ba + b

Det som ”gor regeln” &r att vi kan skriva de tva termerna i mitten som
2ab. Det som kravs for att vi skall fa gora det ar att

ba = ab.

I en ring géller detta enligt M2 pa sida 6. O

Pa samma sétt kan man visa att konjugatregeln ocksa géller i alla ringar.

Rékning gar alltsa till pa samma sétt i alla ringar. Dérfor finns en rad
begrepp som du kédnner igen fran talteorn i alla ringar. Tabellen nedan
visar vilka begrepp som tas upp i denna text.

Begrepp

addition, (subtraktion)
multiplikation
additativ invers
faktor

delare

primtal / irreducibel
relativt prima

sgd

mgm

kvot

rest

Vi har redan berort raknesétten. Anledningen till att subtraktion star
inom parentes dr att det inte &r ett eget rdknesdtt. Skrivittet a — b
betyder a + (—b).

Innan vi gar vidare kan det vara bra att notera foljande.

Sats 3.2.3. Om elt polynom av grad n multipliceras med ett polynom av
grad m, blir produkten ett polynom av grad n + m.
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Detta ar exemplifierat i ekvation 3.2.1 dér ett polynom av grad 2 multi-
pliceras med ett polynom av grad 1, och produkten blir ett polynom av
grad 3.

3.3 Faktorisering av polynom

Sats 3.2.3 antyder att ett polynom av grad 2 skulle kunna skrivas som
en produkt av tva polynom av grad 1, att man skulle kunna faktorisera
polynom av grad 2. Det &r ibland mdgjligt. Det finns polynom som inte
gar att faktorisera. Dessa kallas for irreducibla polynom. Detta motsvarar
naturligtvis begreppet primtal, men man séger alltsa inte primpolynom.

Exempel 3.3.1. En tillimpning av konjugatregeln
2 —4=(r+2)(xr—2),
och en tillimpning av kvadreringsregeln
2? — 61 +9=(x—3)
ar tva exempel déar faktorisering dr mojlig. Lagg mérke till att det senare

fallet gav upphov till en faktor med mulitplicitet tva.

Polynomet
P +r—-6=(r—2)(z+3)

gar som synes ocksa att faktorisera till tva faktorer av multiplicitet ett.
Déremot #r polynomet z? + x + 6 ej mojligt att faktorisera, det Ar irre-
ducibelt. A

Precis som for tal finns det ingen bra algoritm for att faktorisera polynom.
Speciellt inte om man haller stenhart fast vid att betrakta polynom som
ett generaliserat tal.

Daremot kan man komma vidare om man byter synvinkel, och betrak-
tar polynomen som funktioner. Antag till exempel att vi vill faktorisera
polynomet z? + z — 20. Om detta skulle vara mojligt skulle det alltsé ga
att hitta tva tal a och b sa att

P +2-20=(z—a)(z—0).
Bilda nu polynomfunktionen
f@)=2>+2-20= (v —a)(x—b).
Viardet for funktionen f da x = a maste vara noll eftersom

fla)=a*+a—20=(a—a)(a—0b)=0.
——

=0



Pa samma sétt maste f (b) = 0 gélla. Om vi kan hitta de virden pa x
som ger funktionsviirdet noll, om vi kan 16sa ekvationen 2? +x — 20 = 0,
kan vi alltsa fa reda pa vad a och b skall vara.

Detta ar ett mycket bra exempel pa hur nyckfull matematiken kan va-
ra. Som tidigare ndmnts dr polynom ett slags generaliserat tal, och har
ingenting alls med ekvationer att gora. Anda maste man byta synsitt,
och betrakta polynomet som en funktion och till sist som en ekvation for
att kunna genomfora faktoriseringen, nagot som egentligen ér férknippat
med polynomen som generaliserade tal.

Aven polynom av hogre grad &n tva kan i princip faktoriseras genom att
siatta polynomet lika med noll och 16sa denna ekvation. I praktiken &r
detta inte mojligt utom i vissa specialfall. Fér polynom av grad tre och
fyra finns 16sningsformler, men de ar langa och tas inte upp pa gymnasiet.
For polynom av grad fem och hogre kan man visa att det inte ar maojligt
att skapa losningsformler. Det visade Galois (1811 - 1832).

En sista detalj att ta upp &ar att faktorisering av polynom inte &r helt
entydig. En konstant faktor kan flyttas mellan faktorerna utan att poly-
nomet adndras, vilket exemplifieras med

207 —6r+4=2(x—-1)(r—-2)=R2r—2)(r —2) = (z— 1) (22 — 4).

3.4 Sgd och mgm

Dessa begrepp har sin naturliga motsvarighet bland polynomen, vilket
foljande exempel visar.

Exempel 3.4.1. Bestdm den storsta gemensamma delaren och den storsta
gemensamma multipeln till polynomen

pp=at —2® — 1227 + 28z — 16

och
py = at — 42® — 92% + 70z — 88.

Losning Polynomen maste forst faktoriseras. Hur detta gors later vi inte
bekymra oss nu, det ar inte viktigt for att belysa det viktiga just nu.

pr=a'—2% — 1202 + 287 — 16 = (x — 2)? (x — 1) (v + 4)
po = —42° — 92 + 70z — 88 = (v — 2) (v + 4) (2” — 62 + 11)

For att repetera noterar vi att det forsta polynomet har tre faktorer av
grad ett, varav en har multiplicitet tva. Det andra polynomet har tva
faktorer av grad ett och en faktor (irreducibel naturligtvis) av grad tva.
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Aven for polynom att den storsta gemensamma delaren for dessa poly-
nom Adr den storsta gemensamma faktorn. Vi ser att z —2 och 44 finns
i bada polynomen. Darfor fas

sed (p1,p2) = (x — 2) (v +4) = 2* + 22 — 8.

Den minsta gemensamma multipeln dr produkten av alla faktorer som
finns i nagon av polynomen. Déarfor fas

mgm (p1,p2) = (v — 2)° (x — 1) (v + 4) (* — 6z +11) =
=25 — 2% + 52* 4+ 8923 — 31622 + 4042 — 176.

3.5 Polymomdivision

Begreppen kvot och rest finns ocksa bland polynomen och fungerar pa
precis samma sitt hiar som for heltal. Aven algoritmen for division fun-
gerar for polynom.

Exempel 3.5.1. Da polynomet 22 + 52% — 22 — 24 delas med polynomet
x + 7 fas kvoten 22 — 22 — 12 och resten —108,

2® +52° — 2x — 24 = (2° — 2z — 12) ( + 7) — 108.
A

Jamfor med motsvarande situation for tal, till exempel géller att man far
resten 3 da 15 delas med 6 eftersom 15 =2-6 + 3.

Algoritmen for division av tal ar tillampbar dven for polynom, vilket
exemplen nedan visar.

172 x? —2x — 12
1035 |6 452 — 20 —24 |x+7
—6 —z3 + Ta?
43 —27% — 2z
—ﬁ ——22% — l4x
15 120 — 24
—12 — 12z — &4
3 —108

Sats 3.5.2. Da ett polynom av grad n delas med ett polynom av grad m,
blir resten ett polynom av grad hdgst n — m.
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Ur argumentationen for att ett polynom har en faktor x — a om motsva-
rande funktion har ett nollstélle for x = a fas att man kan kontrollera om
en division med x — a kommer att ga jamnt upp genom att man sétter in
x = a i polynomet och kontrollerar om man far viardet noll. Foregaende
sats kan anvindas for att fa d&nnu mer information av ett dylikt test.

Sats 3.5.3. Om ett polynom delas med x — a blir resten lika med poly-
nomets vdrde for x = a.

Bevis. Om divisionen inte gar jamnt upp skall resten enligt sats 3.2.3 bli
ett polynom av grad noll (ett mindre &n graden for det man delar med,
som i detta fall dr ett). Ett polynom av grad noll &r en konstant. Lat f
vara det polynom som delas med x — a och lat resten vara konstanten C'.
Da fas alltsa

f(x) = (x —a) (kvot) + C.

Om x = a sétts ini f fas

f(a) = (a — a) (kvotens virde for x = a) + C = C.
=0

3.6 Sammanfattning 6ver likheterna

Vi ser alltsa att det finns en rad likheter mellan méngderna Z och
méngden av alla polynom 6ver Z. Dessa sammanfattas hér.

e De uppfyller samma algebraiska struktur.
e Man kan tillimpa samma algoritmer vid berdkningar.

e Bade tal och polynom kan faktoriseras eller inte faktoriseras. Tal
som inte kan faktoriseras kallas primtal, polynom som inte kan fak-
toriseras kallas irreducibla.

e Det ganger en faktor forekommer i en faktorisering kallas faktorns
multiplicitet.

e Begreppen storsta gemensamma delare och minsta gemensamma
multipel géller bada méngderna.

e Begreppen kvot och rest géller bada méangderna. For polynom géller
dessutom att resten kan berdknas genom sats 3.5.3.
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4 De rationella talen och rationella uttryck

De rationella talen betecknas med symbolen Q, som i engelskans ord for
kvot, quotient.

Det man vinner i och med utvidgningen fran Z &ar existensen av den
multiplikativa inversen till varje element (utom noll). Vi kan da gora
mulitplikation ogjort, vi kan losa ekvationen 3z = 1.

Det vi forlorar ar att de rationella talen inte gar att rakna upp i storleks-
ordning.

De rationella talen utgor en ring. Mer precist &r en ring en méngd dér
det finns tva ridkneoperationer definierade, addition (med symbolen +)
och multiplikation (med symbolen -). For dessa rikneoperationer géller
foljande.

A1 Slutenhet: a +b € R for alla a,b € R.
A2 Addition dr kommutativ: a +b = b+ a for alla a,b € R.
A3 Addition dr associativ: (a +b) +c=a+ (b+ c) for alla a,b,c € R.

A4 Det finns ett element 0 € R som uppfyller att 0 + a = a for alla
a € R.

A5 Till varje a € R finns ett element —a med egenskapen att a+ (—a) =
0.

M1 Slutenhet: a-b € R.
M2 Multiplikation dr kommutativ: a - b =b - a for alla a,b € R.
M3 Multiplikation &r associativ: (a-b)-c=a- (b-c) for alla a,b € R.

M4 Det finns ett element 1 # 0 € R som uppfyller 1-a = a for alla
a€ R.

M5 Till varje a # 0 € R finns ett element a~! med egenskapen att
a-a!l=1.

D1 Distributiva lagen: a- (b+¢) =a-b+a-c for alla a,b, c € R.

Det som skiljer ringar fran kroppar ar alltsa det sista axiomet rérande
multiplikation, M5. Detta axiom garanterar att det finns en multiplikativ
invers till alla element i kroppen (utom elementet 0).

De begrepp som dr gemensamma for alla kroppar sammanfattas i tabellen
nedan.
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Begrepp

multiplikariv invers

forlanga

forkorta

minsta gemensamma namnare

4.1 Réikning med rationella tal

Precis som for de hela talen dr a—b bara ett kortare skrivsitt for a4 (—b).
Pa samma sétt dr § bara ett kortare skrivsitt for a - b=!. Detta kinner
du igen fran rédkning med rationella tal. Istéllet for att egentligen utfora
division, ”vander man upp och ned” pa namnaren och multiplicerar med
detta. Att ”vanda upp och ned” pa ett rationellt tal ar just att bilda den
multiplikativa inversen.

Exempel 4.1.1. Berikna
2 /7 2 5 2.5 10
3/5 3 7 3.7 21
A

Hér anvéinds att den multiplikativa inversen till 2 &r I eftersom 2-1 = 1.

Den formella definitionen av rdkning med rationella tal féljer nu.

Definition 4.1.2. Om § och 7 &r rationella tal, later vi symbolerna +
och - betyda

a ¢ a-d+bc
v a4
och
a ¢ a-c
b d b-d
dér addition och mulitplikation i tdljare och ndmnare i hogerleden &r de

som géller for heltal.

Ett mycket viktig begrepp som finns bland de rationella talen, som av
naturliga skél inte finns bland de hela talen, &r minsta gemensamma
namnare. Daremot dr detta pa sdtt och vis &nda inte ett nytt begrepp.
Den minsta gemensamma ndmnaren ar tva rationella tal ar helt enkelt
den minsta genensamma multipeln for ndmnarnal

Andra viktiga begrepp som du kdnner igen &r férléingning och forkortning.
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4.2 Rationella uttryck

Pa samma sétt som polynomen liknar de hela talen pa manga sétt och
vis, finns det en motsvarighet till de rationella talen. De kallas rationella
uttryck, och &r kvoten mellan tva polynom.

Exempel 4.2.1. Uttrycken

r—2
x?
1
T
och
2 —3x+1
730 —
ar rationella uttryck. A

Precis som hos de rationella talen, finns d&ven hir begreppen minsta ge-
mensamma nadmnare, férlangning och forkortning.

Exempel 4.2.2. Berikna

T+ 2 r—>5
x3—9 2343z

Precis som for rationella tal maste man forst bestdmma den minsta ge-
mensamma namnaren. Det gér man genom att faktorisera ndmnarna och
forlanger varje med de faktorer som saknas.

x%—Z+ r—>5 x+2 n r—>5
-9 4dx+12  z(x-3)(z+3) 4(x+3)
(x+2)-4 (x —=5)-z(zx —3)

x(r—3)(x+3)-4 4(x+3) z(x—3)
(x4+2)-4+ (x—5) -z(x—3)
z(zr —3)(x+3)-4
4r + 8 + 23 — 32* — 5a? + 15z
z(x —3)(r+3) -4
3 —8x% + 19z + 8
4x3 — 362

Exempel 4.2.3. Berikna

x? =9 22+ 6249
422 + 122+ 9 20 +3

14



Division ar alltsa inte valdefinierat. Det man menar med skrivsittet ar
att man skall multiplicera med den multiplikativa inversen istéllet.

2 -9 ?+6r+9 2 —9 204+3
4x2+12x+9/ 20+3 42 4+12249 22+62+9
(x=3)(x+3) 22+3
T (22432 (z+3)
r—3

20+ 3

A

Precis som for polynom skiljer vi pa det algebraiska konceptet rationellt
uttryck. Om en funktion definieras med ett rationellt uttryck kallar man
det rationell funktion. Det finns dock bocker dar man bara anvénder ett
av namnen for bada koncepten. Det finns naturligtvis ocksa rationella
ekvationer.

Om man har en rationell funktion maste man dédremot se upp med att
denna inte nédvandigtvis dr definierad i alla punkter. Om nédmnaren blir
noll for nagot viarde pa x ar inte funktionen definierad dér.

Exempel 4.2.4. Funktionen

ar inte definierad for x = 42. A

5 Reella tal och potensserier

Nésta steg i utvidgningen av talen ar att ga fran de rationella talen till
de reella talen. Symbolen som anvénds for dessa ar R.

Poédngen med att konstruera dessa ar att det till exempel inte finns nagot
rationellt tal vars kvadrat ar tva, det finns med andra ord ingen 16sning
till ekvationen 22 = 2 bland de rationella talen. Rent tekniskt sa har de
reella talen nagot som kallas supremumegenskapen. Att visa vad det ar
och hur man da kan definiera vad som menas med v/2 ér en aning tekniskt
och utelamnas darfor. Det dr ocksa anledningen att denna egenskapen ar
satt inom parentes i tabellen pa sida 3.

Det man forlorar ar att de reella talen inte gar att rdkna upp.

De reella talen utgor, precis som de rationella, en kropp. Det finns alltsa
inga nya algebraiska axiom for dessa.
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Motsvarigheten bland uttrycken heter potensserier och &r uttryck pa
formen
f(x) =agp + @17 + apx® + azr® +agxt + ...

Detta uttryck innehaller alltsa odndligt manga termer. Det dr darfor inte
ett polynom.

De begrepp som ar gemensamma for reella tal och potensserier samman-
fattas i tabellen nedan.

Begrepp
decimalform
algebraisk
transcendent

5.1 Decimalform
Rationella tal kan uttryckas pa decimalform. Da giller att decimalut-

vecklingen forr eller senare blir periodisk. For att visa vilka decimaler
som skall upprepas skriver man ibland ett streck ovanfor dessa.

= 0,3=0,3333333...

= 0,250 = 0,2500000. ..

NI N

= 0,142857 = 0, 142857142857142857 . . .

Givet ett tal pa decimalform som har en periodisk decimalutveckling kan
man alltid hitta motsvarande rationella tal. Féljande exempel visar hur.

Exempel 5.1.1. Finn det rationella tal som motsvarar x = 0, 158.

Tekniken gar ut pa att multiplicera x med en potens av 10 sa att lampligt
antal decimaler ”skiftas upp”. I detta fall multiplicerar vi med 1000 ef-
tersom det decimalerna upprepas med perioden tre.

1000z = 158,158158158. ..
- x =  0,158158158. ..
(1000 — D)z = 1580

Vi far
158 158
1000 —1 999

xr =
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Alla rationella uttryck kan skrivas som en potensserie. En potensserie
med periodisk koefficientserie motsvarar en rationell funktion. Ett exem-
pel pa detta ges nedan. Tekniken &r densamma som den som géllde for
tal.

Exempel 5.1.2. Finn den rationella funktion som svarar mot potensse-
rien

f(x) = ao+ arx' + asx® + apr® + ayz* + axa® + ...
Hir far vi multiplicera f(z) med a3 for att skifta termerna uppat.

flx) = ao+ a1x+ apr®+apr® + ayx* + aa® + . ..
23 f(x) +apr® + ayzt + asx® + ...
— 1-2%f(z) = ag+ a1z + ax*+0

Vi far
ag + a1 T + ayz?
1—a3

flz) =

A

Det omvéinda géller ddremot inte! Alla rationella funktioner far inte en
periodisk koefficientserie da den skrivs som en potensserie. Det géller
bara for de ddr ndmnaren ar pa formen z" — 1 eller 2™ + 1.

Exempelvis géller

1 2 4 6
o = 1l—-z4+zx -2+ ...
1
— = l—a+2® -2+ ..
1+
1
= l4x+22+23+...
1—=x
1 2 3
= 142z +4x°+8x° + ...
1— 22

5.2 Konvergensradie

Hittills har vi tagit upp potensserier som en slags motsvarighet for till
decimalform for rationella uttryck. Om man istéllet betraktar dem som
uttryck for funktioner maste man se upp!

Likheten 1

l1—z

—l4z+22+2°+...
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géaller uppenbart inte for alla . For = 1 far vi en division med noll,
for x > 1 blir hogerledet odndligt stort, medan vénsterledet ligger mellan
—1 och noll.

For alla potensserier finns ett tal r sa att likheten géller for alla x i
intervallet —r < z < r. Talet r brukar kallas seriens konvergensradie.

Hur som helst belyser detta problem det faktum att det &r en fundamen-
tal skillnad mellan algebraiska skapelser som polynom, rationella uttryck
och potensserier, och motsvarande begrepp som funktioner.

5.3 Algebraiska tal och funktioner

De reella tal som inte &r rationella tal far en decimalutveckling som inte
ar periodisk. Det giller till exempel for v/2 och 7.

De reella talen ar overupprikneligt manga. Pa samma sétt dr méangden
av alla potensserier éveruppréaknelig.

De reella talen kan delas in i algebraiska tal och transcendenta tal enligt
foljande definition.

Definition 5.3.1. Tal som &r 16sningar till polynomekvationer med hel-
talskoefficienter bendmns algebraiska tal. Tal som inte &r algebraiska
bendmns transcendenta.

Exempelvis dr /2 algebraiskt eftersom det &r en av losningarna till ek-
vationen z? — 2 = 0. Déremot 4r 7 inte algebraiskt. Man kan visa att de
algebraiska talen dr uppriakneliga. Darfor maste de transcendenta vara
overuppréikneliga eftersom hela R ar det. Det finns nagra exempel till pa
transcendenta tal, men de flesta tal har alltsa ménniskan aldrig nagonsin
stott pa.

Man kan gora en liknande uppdelning av funktionerna.

Definition 5.3.2. En algebraisk funktion &r en funktion som &r 16sning
till en polynomekvation dér koefficienterna &r polynom. Resterande funk-
tioner bendmns transcendenta funktioner.

Exempel 5.3.3. Alla rationella funktioner &r algebraiska eftersom de &ar
16sningar till ekvationen

Qr)y — P(x) = 0.

Hér ar alltsa P(z) och Q(x) polynom i z medan vénsterledet ovan &r
ett polynom i y dér koefficienterna &r polynom. Funktionen /x dr ocksa
algebraisk eftersom den &r 16sning till

y —x=0.
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Nagra transcendenta funktioner &r sin(x), e* och In(x). A
De algebraiska funktionerna ar upprékneliga, vilket de transcendenta inte
ar.

De flesta funktioner har ménniskan alltsa aldrig stott pal

6 Avslutning

Du har i denna text fatt ett litet smakprov pa matematikens storskaliga
struktur. Du har sett att vissa begrepp som du kénde till fran talteorin
géller for fler matematiska skapelser som uppfyller vissa axiom.

Du har ocksa sett att det dr skillnad pa att betrakta till exempel ett
polynom som ett sorts tal, och pa den ekvation och den funktion som
definieras med samma polynom.

Sammanfattningsvis har vi avhandlar féljande strukturer och begrepp.

Ring Kropp (Supremumegenskapen )
Heltal — Rationella tal — Reella tal
! ! !
Polynom —  Rationella uttryck — Potensserier
Addition Multiplikativ invers Decimalutveckling
Additativ invers (Division) Algebraisk
(Subtraktion) Forldnga Transendent
Multiplikation Forkorta
Faktor MGN
Primtal
Irreducibel
Kvot
Delare
Rest
SGD
MGM

Relativt prima

Detta dr naturligtvis bara ett litet exempel pa hur matematiken hénger
ihop. Aven om man bara haller sig till tal och algebra sa finns det mycket
mer att lara. Till exempel finns det en &nnu enklare struktur som heter
grupp, vilken bestar av en méangd med bara ett enda réknesétt. I en grupp
ar faktorisering inte entydig, men man kan dela in elementen i klasser.

Mycket &r ocksa utelamnat i denna text. Exakt hur det gar till att defi-
niera de olika typerna av tal ar egentligen fullt nabart pa gymnasiet.

Nagot som mycket vil skulle kunnat tas upp i denna text dr exempel pa
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en kropp med #ndligt antal element. Om man rédknar som man ibland
gor pa en klocka, 4 +9 =1 och 2-7 = 2, sa finner man att alla element
(talen O till 11) inte har en multiplikativ invers.

Detta géller ddremot om antalet timmar pa klockan ar ett primtal. Testa
sa far du se!
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