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1 Inledning

Analys dr en viktig gren av matematiken. Med denna term menas att
utreda egenskaper for funktioner. For att kunna gora detta maste vi gora
nagra definitioner. Vi haller oss till fallet f(z) : R — R. Som vanligt i
matematiken finns det spannande exempel som motsidger var intuitiva
bild av hur saker beter sig.

Till exempel finns det funktioner som &r kontinuerliga, men inte deriver-
bara i nagon punkt. Fundera pa detta faktum da du tranat pa begreppen
som tas upp i detta héfte.

1.1 Definitioner och satser

Definition 1.1.1. Det storsta (minsta) virde f antar i ett intervall
bendmns globalt mazimum (minimum) for f (i det aktuella intervallet).
Det virde pa x for vilket detta intraffar kallas mazimipunkt (minimi-
punkt). Virdet f antar i sin maximipunkt (minimipunkt) kallas &ven
mazimivirde (minimivirde) av f.

Som extra tréning i att tolka matematiska symboler, kan vi skriva ovan-
staende definition sa att x € I dr en maximipunkt pa det slutna inter-
vallet I om det géller f(z) > f(z/) V ' € 1.

Definition 1.1.2. Om det finns ett 6ppet delintervall dar f har ett max-
imum (minimum) séger man att f har ett lokalt mazimum (minimum) i
detta intervall.

Ibland &ar det bara intressant om det finns ett maximum eller minimum
over huvud taget, inte vilket av alternativen de &r. Darfor gor vi foljande
definition.

Definition 1.1.3. En extrempunkt dr antingen en maximipunkt eller
minimipunkt.

Ibland slarvar man lite med spraket. I en graf kan till exempel maximi-
punkt betyda den punkt som har koordinaten (maximipunkt,motsvarande
maximum). Sammanhanget avgér om man skall tolka maximipunkten
som ett virde pa x eller som en punkt i koordinatsystemet. Enligt defi-
nitionen &r det dock det forra som géller rent formellt.

Observera att en funktion f inte behover vara en kontinuerlig funktion for
att dessa definitioner skall kunna tillimpas. Som exempel ges funktionen

243 z<-1
flay= =21 1<e<2
x—4 2<zx

vars graf aterges nedan.

Begreppet kontinuitet och gransvérden utreder vi inte ndrmare, men vi
gor foljande definition som stdmmer val med inuitionen.
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Definition 1.1.4. En funktion ar kontinuerlig pa ett intervall I om dess
hoger- och vénster-grans-virde ér lika i varje punkt pa I, med matema-
tiska symboler skriver vi

lim+f(:c): lim f(z) V a€l.

Tr—a Tr—a—

y

O N P O R N W A G

4 -3 -2-1 0 1 2 3 45

Denna funktion har tva lokala minimum, ett kring x = 1 och ett kring
x = 2. Det sista ér dven funktionens globala minimum och det minsta
viardet f antar dr —2.

Nagot globalt maximum existerar inte eftersom f &r definierad pa hela R.
Inte heller finns nagot lokalt maximum kring x = 2 eftersom f inte antar

virdet lim f(z) = 2. Ddremot antas hogergrénsvirdet lim (x) = —2.
T—27 T—2
Funktionen &r inte deriverbar for x = —1 eftersom hoger- och vénster-

gransvirdena for derivatan inte dr lika. Mer formellt géller
li ! li '(z).
Mim fi(z) # lim ()

Déremot ér f kontinuerlig for = 1, vilket inte géller for x = 2. Kontinu-
itet ar som sagt ett begrepp som &ar ganska avancerat. Notera till exempel
3

att gransvirdet lim f(z) = 3 existerar, men antas inte av funktionen.
T—2~

Hér racker det med kontatera att grafen ”gor ett hopp” i z = 2.

Vi kommer att ha nytta av en mer precis definition av de geometriska
begreppen konkav och konvex.

Definition 1.1.5. En funktion &r konvexr (konkav) i ett intervall om det
for varje delintervall géller att funktionen antar mindre (storre) virden
an en linje mellan delintervallets &ndpunkter.

Man brukar dela in funktioner i klasser. De av klass C° dr kontinuerli-
ga, men behover inte vara deriverbara. De av klass C' har kontinuerlig
forstaderivata, men dess andraderivata behover inte vara kontinuerlig och
sa vidare.

P& gymnasieniva brukar man studera funktioner av minst klass C?, oftast
funktioner av klass C'™°. Undantag &r till exempel tanz, som inte &r
kontinuerlig for x = 90° + 180°n, n € Z.

For sa ”snélla” funktioner finns det enkla kriterier for att avgora om och
var de ar konvexa eller konkava eller om det finns lokala extrempunkter.
Detta preciseras i foljande satser. Innan de formuleras behéver vi dock
gora en definition till.



Definition 1.1.6. Lat f vara en funktion av klass C'. Om z, &r en
punkt for vilket f'(xg) = 0 géller, sdger man att xy ar en stationdr punkt

till f.

Sats 1.1.7. Ldt f vara en funktion av klass C* och lat f'(x) = 0 gilla.
Da har f ett lokalt mazimum (minimum) for xo om f"(x¢) < 0

(f"(20) > 0).

Sats 1.1.8. Ldt f vara en funktion av klass C*. Om f"(x) > 0
(f"(x) <0) for alla z i ett intervall dr f konvez (konkav) i detta intervall.

Det finns funktioner som ér bade konvexa och konkava, men naturligtvis
i olika intervall. For dessa fall behover vi foljande definition och sats.

Definition 1.1.9. Om det finns en punkt xg for vilken en funktion ar
konvex pa ena sidan om xg, och konkav pa andra sidan om g, sa ar xg
en inflexionspunkt till funktionen.

Sats 1.1.10. Lat f vara en funktion av klass C*. Om zq dr en inflex-
ionspunkt till f galler f"(xq) = 0.

Observera att omviandningen till forra satsen inte géller!

2 Teradvningen

Denna 6vning ar en vidareutveckling av Megadvningen i héftet Polynom
av grad tva. Syftet &r detsamma, ndmligen att i en och samma Gvning
trdna pa allt som finns att veta om polynom av grad tre och lite till.

Aven denna 6vning &r upplagd sa att det finns en kontroll inbyggd for
att undvika mojliga slarvfel.

2.1 Fran punkter till polynomform

Vilj nollstéllen for funktionen f. De behover inte vara olika.

Som exempel viljes hiar x; = —3, x5 = 2 och x3 = 5. Funktionen f kan
nu skrivas pa faktorform som f(z) = k(z — x1)(z — x9)(z — x3) dér k ar
en konstant.

Med de punkter som valdes som exempel fas
f(z) =k(z+3)(x —2)(x — b).

For att bestdimma k och ddrmed entydigt bestamma f maste en fjarde
punkt véljas som grafen till f skall ga genom.

Som exempel viljes hiar punkten (z4,v4) = (0,4). Det gor det mojligt att
bestdmma k, genom att 16sa ekvationen

f($4) =Y
f(0)=k(0+3)(0—-2)(0—-5)=14
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vilken har 16sningen

Exemplets funktion f blir alltsa pa faktorform

2 (243)(x— 2)(z - 5).

f(x):1—5

Pa polynomform blir detta

2.2 Kontroll

For att kontrollera att inget slarv begatts beriknas funktionsvirdet i
de tre nollstéllena och den fjarde punkten, for att se om det stdmmer
overens med vad de skall vara. Vi far

2. 8 ., 22 -
f(=3) = E(_B) - 1—5(—3) - E(_3)+4_0’

8 ., 22

N=_"_.922__"_.9 94 4=
1) 15 15 15 + 0,
2 5 8 5 22
_ 2 53 _ 2 5222 4 =
1) 15 g 15 g 15 5+ 0,
och
2 4 8 5 22
=— - 0°——=.0°=-——" 4 =4,
1(0) 15 0 15 0 15 0+
Bral

2.3 Bestim lokala extrempunkter

Nu skall vi bestamma koordinaterna for de lokala extrempunkterna, samt
bestimma om de dr maxima eller minima. Detta sker i flera steg. Ef-
tersom f ar ett polynom tillhor f klass C°°. Enligt sats 1.1.7 kan vi hitta
extrempunkterna genom att derivera f sa att vi kan bilda ekvationen
f'(x) = 0.

Losningen till denna ekvation ger de vérden pa x déar derivatan &r noll,
de virden pa x dar f har lokala extrempunkter. Vidare siger sats 1.1.7
att vi kan avgora extrepunkternas typ genom att studera tecknet pa
andraderivatan till f i dessa punkter.

Exemplets funktion f har derivatan



Vi bildar darfor ekvationen

2 16 22
/ “2 -2 2= —
f@)=5w -~ 5150
som har l6sningarna
I5 = —1
11
T = ? ~ 3, 7

2.4 Paborja teckentabell

Vi bildar nu en tabell som vi successivt skall fylla med mer och mer
information om f.

Eftersom f’ i detta exempel svarar mot ett polynom av grad tva som
har ett minimum (tecknet fér termen med x? dr positivt), kan vi notera
tecknet for f’ pa omse sidor om x5 och xg. Aven detta infors i tabellen.

Att derivatan dr positiv respektive negativ betyder att f vixer respektive
avtar. Detta markeras med symbolerna ” respektive \ i tabellen.

X1 T Ty T2 Te T3
0o |/ N4 N N0 N /10
+ + 0 - - - - - — 0 + +

2.5 Extrempunkter

Hér berdknar vi koordinaterna for de lokala extrempunkterna. Exemplet
ger

f(xS) - 47 8
och
160
— 2 ~-20
Detta infors i tabellen.
T Ty Ty T2 T xT3

0 |7 48 [\.] 4 |\ Nl O[N] =207 0

+ [+ 0o [=]-1- - =1-1 0 [+]+




2.6 Maximum eller minimum

For att kunna bestdmma om punkterna svarar mot lokala maxima eller
minima bestdmmer vi forst andraderivatan till f genom att derivera f’.
Exemplet ger

4 16
" _ -
[@) =52 -3
I x5 fas vardet
28
" — "~ _1

som alltsa svara mot ett maximum eftersom det &r negativt.

I x¢ fas vardet
f(ﬂ?ﬁ) = — X 1, 9

vilket alltsa svara mot ett minimum eftersom det ar positivt.

Att vardet av andraderivatan i x5 och zg 4r samma sa nar som pa tecknet
ar inte en slump utan ett tecken pa att vi rdknat ratt. (Varfor ar det sa?).

Den nya informationen infors i tabellen.

X1 Ts Ty T2 Te T3
= -3 =—-1 =0 =2 ~ 3,7 =5

0 | /| 48 [N 4 |~ N0 [N -20] /710

FEE T VI [ e g T =1=17 0 [+[+

—1,9 +1,9

Vi skulle naturligtvis kunnat ha sett vad som var maximum och minimum
genom att endast titta pa pilarna i raden for f. Det dr dock bra att notera
att man alltsa kan bestdmma om en extrempunkt ar ett maximum eller
minimum genom att bara berédkna vérdet av andraderivatan i endast den
punkt man &r intresserad av.

2.7 Inflexionspunkten

Andraderivatan f” svarar mot en linje, ekvation (17). Eftersom dess virde
ar negativt for x5 och positivt for z¢ maste det finnas ett viarde mellan
dessa dér den antar virdet noll. Detta &r z-koordinaten for inflexions-
punkten, z;.

Denna kan bestdmmas genom att 16sa ekvationen
f(x)=0

som har 16sningen

Iy =

QO |~
&
-
w




Vi kan ocksa berékna y-koordinaten for inflexionspunkten

572

f(l’l):ﬁfv

1,4.

Notera ocksa att detta vérde pa = ocksa svarar for det storsta eller (som
i detta fall) det minsta virde f’ antar. Vi berdknar dven detta virde.

98
2,2.

f,($1):_4_5%_ ’

Aven detta infor i tabellen, samt tecknet fér f” pa émse sidor om z;.

x T T Ty xrr T2 Ze €3
f 0 e 4.8 N\ 4 N 21,4 |\ 0 N —2,0 0
f! + |+ 0 | =] —|—-|~=22|—-| - |—-] 0 |+ +
f” — - | -19 | — — — 0 + + + | +1,9 | + +

Nu kénner vi totalt sju punkter som vi kan pricka in i ett koordinatsy-
stem.

X
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2.8 Ekvation for tangenten i nollstillena

Som 6vning, och som hjilp att rita grafen till f senare, tar vi nu fram
ekvationen for tangenten till f i dess nollstéllen. Detta kan goras pa
tva sétt. Det mest sjélvklara ér att anvinda derivatan for att beridkna
tangentens riktningskoefficient.

Det andra séttet ar att bara ta hansyn till den faktor varierar mest kring
respektive nollstélle.

Att gora detta pa tva sitt ger en mojlighet till jamforelse, uttrycken skall
ju bli lika, och ddrmed en extra felkontroll.
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2.8.1 Med derivata

Lat tangenterna i de tre nollstéllena ha ekvationerna

yip = kix + myq,
yg = kox + Mo,

yg = ksx + ms.

Tangenternas riktringskoefficienter har de vérde f’ antar i de tre nollstéllena.
Dérfor géller

b= fe) =
ko = f'(22) = =2,
bo = fla) = %,

For att bestimma my, mo och ms nyttjas att tangenterna gar genom
punkterna (—3,0), (2,0) samt (5,0). Ekvationerna och dess losningar
blir

0= k‘llli'l +m; & mp = —]{?11’1 = 16,
0= k‘gl’g +Mms & Mo = —]{?21’2 = 4,
0=ksrs+ms & m3= —ksrs = —16.

Slutligen fas alltsa att

16
yl = —2x +4,
16
T
= —x—16
Ys3 5$

2.8.2 Ur faktorformen

Den faktor som varierar mest kring ett nollstélle &r den faktor som blir
noll i nollstéllet. Déarfor far vi en linjar uppskattning av f kring x =
om vi byter ut  mot x; i de tva faktorer som inte ar noll for z = x;.

Pa samma sétt kring de tva andra nollstéllena.

Om faktorn som blir noll i det aktuella nollstéllet har multiplicitet ett
resulterar detta utbyte i ekvationen for tangenten till f i nollstéallet. Detta
kan bevisas.

11



Vi far

2

fRunt :E:xl(x> = B(SL’ — LL’l)(SL’l — ;L’Q)(Sl,’l — ;(:3) =

= 2 (o~ (-3)(-3-2)(-3-5)

15
2 16
== —5)(—8) = —z+16 =y

2

fRunt (E::BQ(:C> = E(SEQ — LL’l)(SL’ — LL’Q)(SL’Q — :(,’3) =

2
- (2= (-3 -2 5)

2
:E-5(x—2)(—3):—2x+4 =ys,
2

fRunt :c:xg(x) = E(x?) - 1'1)(113'3 - ZL’Q)([L’ - 113'3) =

2

= =6 (-3)6-2)(z-5)

2 16
:E-8-3(x—5)=€x—16 =yl

2.9 Tangenten i inflexionspunkten

Som extra stod for att senare rita grafen kan vi d&ven bestdmma ekvatio-
nen for tangenten till f i inflexionspunkten.

Lat den vara y; = k;jx + my. Vi bestammer k; med

98

k[ = f/(x[) = —E ~

—2.2

och bestammer darefter m; genom att l6sa ekvationen

yj(xj) =kixzr+m; & myp= y[(II) —kixz; = % ~ 4, 3.

Aven denna linje ritas i koordinatsystemet.

2.10 Grafen

Om man vill ha extra stod for att rita grafen, far man berdkna vérdet
pa f ifler &n dessa sju punkter. Detta utelamnas dock hér.

3 Nagra specialfall

I exemplet ovan valdes tre olika nollstéllen. Ett polynom av grad tre
maste dock inte ha tre nollstédllen. Nedan foljer en diskussion om vad
som hénder i de olika fall som finns.

12
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3.1 En faktor av multiplicitet tva

Om man véljer tva av nollstéillena att vara lika, kommer detta att resul-

tera i tva lika faktorer. Det mest naturliga ar da att betrakta dem som en

faktor av multiplicitet tva, men om man &nda haller isdr dem kan man
genomfora alla moment i 6vningen precis som ovan.

Da kommer man att finna att tangenterna i de tva lika nollstéllena kom-
mer att sammanfalla med z-axeln, vilket kanske inte &4r sa intressant.
Intressantare &r att istéllet approximera f med en parabel, istéllet for
en linje. Detta kan ocksa goras pa tva sétt, precis som nér vi bestdmde

ekvationen for tangenten.
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Lat oss studera ett exempel dér

I1:—3

Il
W

To = T3 = X233

och den fjarde punkten precis som ovan vald till (x4, y4) = (0,4).

Ansitt nu
f(x) =k(x —x1)(x — :)32,3)2.

Konstanten k& bestams precis som forut och vi far i detta exempel

fla) = (et e — 4P = oo — a2~ Ja

Allt som har med nollstéllet vid z; = —3 och infexionspunkten, som nu
ar r; = 5/3, hanteras precis som i forra exemplet.

Forsta och andra derivatan till f ges av

1 5 2
/ -2 Y.~
flo) =77 —§" 3
och
1 5
1/ - _

3.1.1 Med derivata

Eftersom f i detta fall kommer att ha ett lokalt minimum pa z-axeln
ar dess derivata noll i detta minimum. Déremot kan man ansétta ett
polynom av grad tva som approximerar f vid detta nollstélle enligt

yp = a(x — x273)2 =a(r* -2 -1 To3 + xgg)

dér a &r en konstant. Detta blir naturligtvis en parabel, dérav indexet
P. Overtyga dig om att yp(x23) = 0!

Konstanten a bestdms nu sa att yp far samma andraderivata som f i
x23-
For att gora detta maste yp deriveras tva ganger. Vi far
yp(x) = 2ax — 2axq 3
och

yp(x) = 2a.

Andraderivatan for exemplets f ger oss ekvationen och 16sningen

Fllags) = f'(4) =~ =2a=a=—.



3.1.2 Ur faktoriseringen

Precis som i forra exemplet kan vi nu bilda en approximation till f genom
byta ut  mot x5 3 i den faktor som inte &r noll i = x5 3. Man kan visa
att detta ger precis yp.

Vi far har
1
JRunt r=293 (517) Zﬁ(iﬂzs - 551)(1' - 55273)2 =
1
=43 - 4)* = yp.

Figuren nedan visar f, dess tangenter i x1 och x; samt yp.

y
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3.2 En faktor av multiplicitet tre

Om alla tre nollstéllen véljes lika, x1 = 19 = 23 = 7123, fas en faktor av
multiplicitet tre. I detta fall fas alla tre tangenter att sammanfalla med
x-axlen.

Vi far heller inget intressant ur metoden att byta ut z mot nagot i faktorn,
eftersom det bara finns en faktor.

Som exempel viljes x1 93 = 4 och vi ansétter
flx) =k(x — 1’172,3)3.

Den fjarde punkten viljes ater till (x4, y4) = (0,4) vilket ger

Funktionen f blir da



For infexionspunkten géller x; = x; 23 och tangenten till f i z; samman-
faller aven den med z-axlen.

Grafen till f i detta exempel aterges nedan.

y

S A O N BR O RPN ®WAOAO O N ®
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3.3 En irreducibel faktor

Det sista specialfallet som ér roligt att studera ér nér det finns en fak-
tor av grad tva som &r irreducibel. Da kommer det bara att finnas ett
nollstalle z;.

Det finns faktiskt tva fall som &r intressanta att studera var for sig. For
bada exemplen later det enda nollstéllet vara x; = —3 och den fjéirde
punkten vara (z4,y4) = (0,4).

3.3.1 Ett lokalt minimum

I detta fall kan vi ansitta och exemplifiera med

2
fx)=k(x —2)(2* +ar+3) = g(z + 3) (2% — 8z + 22)
dar den sista faktorn alltsa &r irreducibel. Ett irreducibelt polynom av
grad tva kan dock alltid kvadratkompletteras. Da fas

£() = Kz = 0)((z — 25)? +8) = (o + 3)((z — 4" +6).

Observera att zg (i exemplet xg = 4) inte dr ett nollstélle till f. Inte
heller har f en lokal extrempunkt i x5 eftersom det finns en faktor till i
f som beror av .

Om man vill approximera f kring sitt lokala maximum, dir z = z); =~
3,5, kan man anvinda metoden som gar ut pa att bilda ett polynom som
har samma andraderivata som f i x,;.

16



Déremot kan man inte anvénda och metoden som gar ut pa att byta ut x
mot x, 1 faktorn av grad ett. Anledningen till detta ar just att x,; # zg.
Notera detta i grafen nedan.

S A O N FR O RPN ®WAOO O N ®
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3.3.2 En terasspunkt

Om det irreducibla polynomet har formen 2% + x; - x + 22 kommer f att
kunna skrivas pa formen

fx)=k(z —z)(2* +z1 -2+ 23) =k(2® +23) = %(373 — (=3)%).

Da kommer f att ha en terrasspunkt for x = 0.

3.4 Fler fall

Det finns nagra fall till vi skulle kunna studera. Till exempel skulle vi
kunna utreda hur xg och b skall viljas for att f skall fa en terrasspunkt
for nagot annat vérde pa x &n noll.

Vidare kan man konstruera polynom av grad tre som inte har nagon
stationédr punkt. Detta ldmnas som 6vning.

17



4 Script for Maxima

/* Script foér att generera exempel till "Teradvningen"
i det fall funktionen saknar irreducibel faktor
av grad tva eller tre. */

kill(all);

/* Nollstdllen och den fjérde punkten */

x1:-3;

x2:2;

x3:5;

x4:0; y4:4;

/* Funktionen */

£k (x-x1) * (x-x2) * (x-x3) ;

/* Bestdm k */

Li:solve(ev(f,x=x4)=y4,k);
k:rhs(L1[1]);

/* Byt ut k i f mot det nu bestémda virdet */
f:f,k=k;

/* £ pa polynomform */

expand (f) ;

/* Kven om Maxima férmodligen réknar ritt
kollas &ven hdr att vi far ratt vdrden. */

f,x=x1; f,x=x2; f,x=x3; f,x=x4;
/* Derivera f */

fp:diff(£f,x);

/* N&r &r derivatan noll? */

L2:solve(fp=0,x);
x6:rhs(L2[1]);

/* Om f har en trippelrot finns inte tva
olika rétter till fp=0.
For att scriptet skall bli bra maste x5 sdttas
till x6. (Maxima ger den stoérsta roten forst.) */

if x1=x2 then
x5:x6

else
x6:rhs(L2[1])

/* Andraderivatan */

fb:diff(f,x,2);

/* Berdkna andraderivatans védrde i nollst&llena till fp.
Har krédvs ett litet hack for att fa Maxima att svara med
ett tal. */

fb,x=x5, numer; %,numer;

fb,x=x6, numer; % ,numer;

/* Bestémma inflexionspunkten samt virdet pa f dir */

L3:solve(fb=0,x);

xI:rhs(L3[1]);
f,x=xI;
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/* Tangenterna ur derivatan */

kl:fp,x=x1; k2:fp,x=x2; k3:fp,x=x3;
ml:-k1*x1; m2:-k2*x2; m3:-k3*x3;
ml,numer; m2,numer; m3,numer;

yT1:kl*xx+ml; yT2:k2*%x+m2; yT

ytl:k*(x -x1)*(x1-x2)*(x1-x3);
yt2:k*(x2-x1) *(x -x2)*(x2-x3);
yt3:k* (x3-x1) * (x3-x2) *(x -x3);

expand(ytl);  expand(yt2); expand(yt3);

/* Tangenten i infexionspunkten */
kI:fp,x=xI; % ,numer;

L4:solve(ev(f,x=xI)=kI*xI+mI,mI);
mI:rhs(L4[1]); %,numer;

yI:kI*x+mI;
/* Approximation med parabel om x2=x3 */

a:ev(fb,x=x2)/2;
yP:ax(x-x2)"2;

/* Rita olika mycket beroende pa om x2=x3 eller inte */

if x1=x2 AND x1=x3 then
plot2d([f], [x,-5,91,[y,-9,9],
[GNUPLOT_PREAMBLE, "set xzeroaxis;set yzeroaxis"])
else if x2=x3 OR x1=x2 then
plot2d([f,yT1,yI,yP], [x,-5,9],[y,-9,9],
[GNUPLOT_PREAMBLE, "set xzeroaxis;set yzeroaxis"])
else
plot2d([f,yT1,yT2,yT3,yI], [x,-5,9], [y,-9,9],
[GNUPLOT_PREAMBLE, "set xzeroaxis;set yzeroaxis"])
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