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1 Inledning

Polynom &r matematiska objekt pa vilken en algebraisk struktur ar defi-
nierad. Det dr samma algebraiska struktur som den for de hela talen. De
utgor med anrdra ord en ring. Polynom kan ibland faktoriseras.

Polynom kan &ven anvéandas for att definiera funktioner och ekvationer,
vilka da kallas polynomfunktioner och polynomekvationer. Funktioner
har ibland nollstéllen och ekvationer kan ibland 16sas.

Denna text syftar till att viva ihop begreppen faktor i ett polynom,
nollstdlle for en polynomfunktion och roten till en polynomekvation. Du
skall se att de &r olika sidor av samma mynt.

Ett kvadratiskt nollstalle till funktionen motsvarar att en faktor har mul-
tiplicitet tva i polynomets faktorisering och ekvationen kommer att ha
en dubbelrot.

Nér ett polynom inte gar att faktorisera ar det irreducibelt. Det visar
sig i grafen pa sa sitt att det da inte finns nollstéllen, och ekvationen
kommer att sakna 16sning.

Tabellen nedan sammanfattar detta.

Funktion Ekvation Polynom
fx)=ar’*+bx+c |az’ +br+c=0 az® + br + ¢
Hitta nollstéallen Los ekvationen Faktorisera
r1=... k(x — 1) (x — 22)
To=...
Kvadratiskt nollstélle Dubbelrot Multiplicitet tva
Inget nollstélle Losning saknas | Irreducibelt polynom

Texten syftar dven till att i detalj utreda den geometriska innebérden
av de olika konstanter som anvands for att uttrycka polynom pa olika
former.

2 Polynom av grad tva

2.1 Egenskaper hos grafen
2.1.1 Allméant

En funktion som ges av ett polynom av grad tva, en andragradsfunktion,
kan skrivas pa lite olika séitt:

f(a?):aa?2+bx+c:i—(a(x—xo))2+ﬁlzzf(x—x1)(x—x22.(2.1)

(.

Vv Vv
Polynomform Kvadratkompletterad form Faktorform

Konstanterna a, b och ¢ samt «,  och xy samt k, 1 och x5 har alla viss
geometrisk innebord. Syftet med detta avsnitt &r att utreda dessa. Nér
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vi utreder detta kommer vi pa kopet liara oss 16sa andragradsekvationer,
ekvationer pa formen
azx® +br +c=0.

\
8

i /\‘<\Noustaue i
| Nollstélle Extrempunkt

i Minimum 7
|

le——Symmetrilinje |
! |
| 11 T T T N O

Grafen till en andragradsfunktion kallas parabel. Figuren ovan visar ett
exempel. De egenskaper grafen har ar att den har tva nollstéllen, den
har en extrempunkt som i detta fall &r ett minimum (annars heter det
maximum) samt att den dr spegelsymmetrisk i en linje som f6ljaktligen
kallas grafens symmetrilinje.

Det gar en och endast en linje genom tva givna punkter. Det finns ocksa
tva konstanter i uttrycket for en linje, till exempel & och m.

Varje uttryck for en andragradsfunktion har tre konstanter som specifi-
cerar funktionen. Det kravs dven tre punkter for att definiera en parabel.

Man kan snabbt skissa grafen till en andragradsfunktion om man kan
besvara foljande fragor.

e Vilken dr grafens symmetrilinje?

e Har funktionen ett minimum eller maximum?

e Vilket ar funktionens minsta eller storsta vérde?
e Finns det nollstéllen?

e Vilka #r funktionens nollstéllen (om det finns nagra)?

Vi skall nu se hur dessa kan identifieras ur konstanterna i respektive form
i (2.1). Dérefter skall vi se hur man algebraiskt kan omvandla funktionen
mellan de olika formerna. Syftet med detta &r att du skall se en graf
framfor dig da du jobbar med motsvarande algebraiska uttryck. Da far
du forhoppningsvis ldttare att jobba med algebran.

Pa motsvarande sétt dr det meningen att du for din inre syn skall se ett
algebraiskt uttryck da du ser en graf. Du har ovat tillrackligt da dessa
har smélt samman till en enhet och du kinner dig lika bekvam med bada
formerna och kan hoppa mellan dem. Nér detta dr uppnatt far du dnnu
ett exempel pa den fantastiska skénhet matematiken erbjuder!



2.1.2 Polynomform

Tva exempel pa andragradsfunktioner skrivna pa polynomform ges av

filr) =26z +5 (2.2)
och
2
folo)=-T -1 (23

Graferna visas i figuren nedan

Y
4 A
35 P VA Y A
. \ / R
0 > T
-1 =k~
2 A N A /
31 N
4 /’ \\
-5

-7-6-5-4-3-2-1 01234567

Vi ser att f; har symmetrilinje i = 3, ett minimum, antar minsta virdet
f1(3) = —4 och tva nollstéllen i x = 1 respektive x = 5.

Funktionen f; har symmetrilinje i * = —3, ett maximum och antar
storsta vardet f, (—3) = —1. Nagra nollstéllen finns inte.

Det ar generellt svart att uttala sig om grafen till en funktion given pa
polynomform. I den man det gar kan det sammanfattas i en enda punkt:

e Om a > 01 (2.1 kommer grafen att ha ett minimum och om a < 0
kommer grafen att ha ett maximum.

2.1.3 Kvadratkompletterad form

Bilden nedan visar sju exempel pa grafer till andragradsfunktioner dér
funktionerna dessutom &r skrivna pa kvadratkompletterad form.

Den geometriska betydelsen av a, 3 och z( i uttrycket

f(z) = £(a(x —20))" + 0

kan sammanfattas till:

o Ar det ett plus fore kvadraten far grafen ett minimum, &r det ett
minus blir det ett maximum.

e Grafen antar sitt storsta eller minsta virde vid . Symmetrilinjen
har ekvationen x = x.
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e Funktionsvirdet vid x = zg ar 3: f (o) =

e Hur "skalformad”, eller "spetsig”, grafen ér beror av a. Ju storre
a ar desto spetsigare blir grafen.

Overtyga dig om att du tror pa dessa punkter genom att jamféra graferna
i figuren nedan med respektive algebraiska uttryck.

Lar dig aven rita grafen till en funktion given pa kvadratkompletterad
form, forutsatt att du far véirden pa «, 8 och xg.

2.1.4 Faktorform
En andragradsfunktion ges som sagt av ett polynom av grad tva:
f(x) = ax® + bx +c.

Sedan tidigare vet du att det finns polynom av grad tva som inte gar
att faktorisera, irreducibla polynom. Lat oss dérfor forst anta att vi kan
faktorisera polynomet. Den mest generella formen blir da en produkt av
tva faktorer av grad ett och en av grad noll (en konstant):

f(x)=k(z—x1) (z — xq).
Om vi sédtter in x; och x5 i detta uttryck far vi

f(l’l) = k’(l’l —ZL’l) (1’1 —ZL'Q) = 0
——

=0
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och
f (LUQ) =k (LUQ — ZL’l) (LUQ — ZL’Q) =0.
=0
Vi ser att x; och zo &r nollstéllen till f. Detta byggde pa att vi kunde
faktorisera f, vilket inte ar sékert.

Vi noterar foljande.

e Om grafen till en andragradsfunktion inte har nagra nollstéllen &r
inte motsvarande polynom mdjligt att faktorisera.

e Om grafen till en andragradsfunktion har nollstéllen, kan tva fak-
torer till motsvarande polynom direkt avlésas i grafen.

Exempel 2.1.1. Funktionen f; definierad i (2.2) gar alltsa att faktori-
sera. Tva faktorer &r z — 1 och = — 5 eftersom grafen har nollstéllen i
x=1ochx=5:

filx)=2*—6r+5=k(z—1)(z—5).

For att bestamma k£ maste vi ta hjdlp av en punkt till, till exempel syns
det att

fi(3) = —4

sa vi kan bilda ekvationen
E(3—1)(3—-5)=—4
som har 16sningen k = 1. Faktoriseringen av f; &r alltsa
filr)=2*—6r+5=1(x—1)(z—5).
A

Exempel 2.1.2. Eftersom grafen till f; definierad i (2.3) inte har nagra
nollstéllen drar vi slutsatsen att polynomet

x> 3z 13
4 2 4
ar irreducibelt. Detsamma géller fy och fg i figuren i avsnitt 2.1.3. A

2.2 Algebraisk 16sning av andragradsekvationer
2.2.1 Inledning och enkla fall

Detta avsnitt handlar om hur vi genom algebraiska operationer kan losa
andragradsekvationer. Méanniskan har tidigt kunnat 16sa dessa, ddremot
har 16sningarna da konstruerats med passare och linjal. For grekerna och
araberna saknade ekvationen

24+ 20—-4=0 (2.4)

helt mening. De riknade inte med talet noll pa det sitt vi gor idag.
Alla variabler och koefficienter tolkades alltid som strickor, areor eller
volymer. For dem skulle darfor ekvationen

2242 =4



ha en naturlig tolkning: Finn en striacka sa att arean av en kvadrat med
denna stricka som sida, tillsammans med arean for en rektangel vars
bas dr den sokta strickan och vars hojd &r tva lidngdenheter, ar fyra
areaenheter.

Om du jamfor denna mening med (2.4), hoppas jag att du haller med
om att matematikens symbolsprak och tillhérande algebra verkligen har
gjort livet lattare!

Lat oss atervinda till nutiden. Per definition &r /a det (positiva) tal vars
kvadrat &r a. Déarfor har ekvationen

v =a a>0 (2.5)
en 16sning
r = \/a
Déremot maste vi komma ihag att dven
(V) (~va) =a
sa (2.5) har en 16sning till,

To = —\/a

Om a < 0 existerar inte y/a vilket medfor att (2.5) saknar 16sning (dérav
kravet a > 0).

Om a = 0 finns bara en l6sning, x = 0.

Exempel 2.2.1. Ekvationen 2 = 4 har 16sningarna x; = 2 och x5 = —2.
A

Detta var det enklaste fallet. Det nést enklaste ar det fall dar det saknas
en konstant term, ekvationer pa formen

ax® + bz = 0.

Dessa ekvationer kan faktoriseras utan problem genom att bryta ut ett
ax ur vinsterledet. Vi far
b
ax <:c + —) =0.
a

Ekvationen ovan skall tolkas som att produkten av talen a, = eller x+b/a
skall vara noll. Da maste nagot av talen vara noll. Talet a &r uppenbart in-
te noll. Dérfor maste antingen x = 0 gélla, vilket ger den forsta 16sningen

I = 07
eller sa maste = + b/a vara noll vilket ger en 16sning till:

b
To = ——.
a



Exempel 2.2.2. Ekvationen
22> — 10z =0

skriv om till

20 (x—5)=0
och l6sningarna identifieras till
Ir = 0

och
To — 5.

2.3 Kvadratkomplettering

Att kvadratkomplettera ett polynom av grad tva innebér att man till po-
lynomet bade ldgger till nagot och drar ifran samma sak (sa att ingenting
egentligen fordndras) med syfte att man kan identifiera en jamn kvadrat
av tre av termerna.

Exempel 2.3.1. Skriv polynomet
2?4+ 6x +7

pa kvadratkompletterad form.

En jamforelse term for term med kvadreringsregeln
a? 4 2ab 4+ b* = (a + b)?
ger:

Forsta termen, 22, dr redan nagot, z, i kvadrat. Dérfor identifieras
a=1.

Andra termen ska innehalla en faktor 2 och det som var i kvadrat
1 forsta termen. Darfor skrivs andra termen om:

6r =2 -x-3.
Den faktor som blir kvar maste vara b: b = 3.

Eftersom 7 # b? = 9 #r inte vart polynom en jimn kvadrat. Dirfor
lagger vi till och drar ifran b* = 3% och far

22 +6r+32-32+71.

De tre forsta termerna dr nu en jamn kvadrat:

2?46z +32—324+T=(x+3)°-32+7.

10



e En sista forenkling ger:
2 +6x+7=(x+3)7-2.
Vi ser att 22 + 6z + 7 antar sitt minsta virde —2 da z = —3.

A

Exempel 2.3.2. Kvadratkomplettera polynomet 4z% — 20x + 10. En
jamforelse term for term med kvadreringsregeln

a4 2ab + bv* = (a + b)°
ger:

e Forsta termen ér en jamn kvadrat: 422 = (2z)°. Vi identifierar
a = 2x.

e Den andra termen ska innehalla en faktor 2 och det som var i
kvadrat i1 forsta termen. Darfor skrivs andra termen om:

—20x =22z - (—5H).

Vi ser hiir att b = —5 . Eftersom 10 # b? = 25 &r inte vart polynom
en jamn kvadrat. Dirfor ligger vi till och drar ifran b? = (—5)* = 25
och far 4z? — 20x + 25 — 25 + 10.

e De tre forsta termerna dr nu en jamn kvadrat:

4x? — 202 +25 - 254+ 10 = (22 — 5)* — 25 + 10

e En sista forenkling ger:

42% — 20z + 10 = (22 — 5)% — 15.

Observera att det sista uttrycket inte exakt motsvarar det som definiera-
des som kavdratkompletterad form i (2.1). For att det skall bli det maste
vi bryta ut en faktor 2 inuti parentesen. Gor vi det far vi till sist

2
4a% — 20z + 10 = (2 (m—g)) —15.
5

Detta polynom antar alltsa sitt minsta virde —15 da z = 3 A

Exempel 2.3.3. Kvadratkomplettera polynomet 922 + 5x + 8.

En jamforelse term for term med kvadreringsregeln
a? 4 2ab 4 0* = (a + b)?
ger:
e Forsta termen ir en jimn kvadrat 922 = (3z)°, vi far dérfor a = 3z.

11



e Den andra termen ska innehalla en faktor 2 och det som var i
kvadrat i forsta termen. Den resterande faktorns ndmnare anvands
for att korrigera for det som maste dit for att kravet skall uppfyllas.
Darfor skrivs andra termen om enligt

S5r=2-3x- 2-3:)3-%

23

vilket ger b = 5/6. Eftersom 8 # b* = (5/6)? ér inte vart polynom
en jamn kvadrat. Dirfor ligger vi till och drar ifran b = (5/6)°
och far

922 + 52+ 8 = (3x)> +2- 32 -5/6 + (5/6)* — (5/6)° + 8.

e De tre forsta termerna dr nu en jamn kvadrat:

922 + 5z + 8 = (31 + 5/6)° — (5/6)° + 8.

e En sista férenkling ger:

9
922 4+ 524+ 8 = (3z + 5/6)° + Tog

Observera att det sista uttrycket inte exakt motsvarar det som definiera-
des som kavdratkompletterad form i (2.1). For att det skall bli det maste
vi bryta ut en faktor 3 inuti parentesen. Gor vi det far vi till sist

9
922 + 52 + 8 = (3 (x + 5/18))° + T2

Vi inser hir att 922 + 5z + 8 antar sitt minsta virde
9
7
36

da
x = —5/18.

Eftersom det minsta virdet ar positivt och saknar ekvationen
92% 4+ 5z +8 =0
16sning. A

Exempel 2.3.4. Kvadratkomplettera polynomet 322 — 5z + 2.

En jamforelse term for term med kvadreringsregeln
a® 4 2ab + b* = (a + b)?
ger:
e Forsta termen &r inte en jamn kvadrat. Den maste skrivas om enligt
2
32° = (\/§x>
vilket ger a = V3.

12



e Den andra termen ska innehalla en faktor 2 och det som var i
kvadrat i forsta termen. Den resterande faktorns ndmnare anvands
for att korrigera for det som maste dit for att kravet skall uppfyllas.
Darfor skrivs andra termen om enligt

—5x:2-\/§x~<—$)

vilket ger b = —=2-.

2v/3
e Eftersom
5\ 25 25

7 ( 2V/3 ) 4-3 12
ar inte vart polynom en jaimn kvadrat. Darfor lagger vi till och drar
ifran

b’ = 25/12

och far

2 5 25 25
322~ 5 2:( 3) 2 V3r- (-2 |+ 2219
2? — 5z + V3z) + fx(z_\/g)JrlQ Tha

e De tre forsta termerna dr nu en jamn kvadrat:

5
322 — 51+ 2= <\/§x—2

W) —25/12 + 2.

e En sista forenkling ger:

5\ 1
3:):2—5:E+2:< 39:——) R
2v/3 12

Observera att det sista uttrycket inte exakt motsvarar det som definiera-
des som kavdratkompletterad form i (2.1). For att det skall bli det maste
vi bryta ut en faktor V3 inuti parentesen. Gor vi det far vi till sist

302 se 2= (va(e-2)) - L
a 6 12

Vi ser att 322 — 5z + 2 antar sitt minsta virde
—1/12

da
x=5/6.

13



2.4 En l6sningsformel

Nu har vi tillrackligt med verktyg for att kunna losa andragradsekvatio-
nen

ax® +br +c¢=0.

Vi borjar med att dividera bada led med a, sa att ekvationen blir pa
formen

2* +pr+q=0.
Ibland kallas dessa tva former abc-form respektive pg-form.

Sats 2.4.1. Ekvationen
2 4+pr+qg=0

har losningen eller losningarna

p P\?
a=—b (-) . (2.6)
forutsatt att losningarna existerar.

Uttrycket (2.6) brukar bendmnas pq-formeln.

Bewis. Vi borjar med att kvadrakomplettera vénsterledet. Da far vi

2 2
FornBa () - () semo

De tre forsta termerna ér en jaimn kvadrat. Vi far

(o8- @) a0

Nu forekommer den sokta variabeln x bara 1 en term i1 vansterledet.
Resterande termer flyttas till hogerledet, och vi far

(o)’ () e

Vi har nu skrivit om var ekvation pa en form som motsvarar den enklaste
formen av andragradsekvation. Losningarna far genom att dra roten ur

bada led.
p P\?
;-
x+2 5 q

Till sist flyttas den andra termen i vinsterledet till hogerledet, och vi far

p P\?
=——4 (—) —q.
Z1,2 B 9 q

14



Exempel 2.4.2. Los ekvationen
22 —6x+5=0.

Detta motsvarar att finna nollstéllen till funktionen given i (2.2).

Ekvationen &r redan pa pg-form. Vi identifierar p = —6 och ¢ = 5. Enligt
(2.6) blir 16sningarna

—6
xl,gz—Ti\/32—5:3i\/zI:3i2

Losningarna ar alltsa 1 = 1 och 2o = 5. Jimfér med grafen i figuren i
avsnitt 2.1.2. Funktionen f; i (2.2) kan alltsa skrivas

fi(@) = (x—=1)(x—-5).

Exempel 2.4.3. Los ekvationen 222 — 8z +4 = 0.

Ekvationen &r inte pa pg-form. Vi maste forst dividera bada led med 2
och far
x? — dx + 2.

Vi identifierar p = —4 och ¢ = 2. Enligt (2.6) blir l6sningarna

—4 —4\?
Tip= -k <7) —2=24V22-2=2+2

vilket ger. x1 =2 + V2 och 29 = 2 — /2.

Polynomet x2 — 4z + 2 har alltsa faktoriseringen

(x—2—\/§> (x—2+\/§>.
Observera att den ursprungliga ekvationens vénsterled dock har faktori-
seringen

2<:B—2—\/§) (:)3—2+\/§>

eftersom vi dividerade bort en faktor 2 pa végen. A

Foljdsats 2.4.4. Grafen till funktionen f (x) = x? + px + q har sym-

metrilinje v = —%
Bevis. 1(2.6) syns att funktionens minimum intraffar vid x = —%, vilket
ar ekvationen for grafens symmetrilinje. O

Foljdsats 2.4.5. Ekvationen 2* + px + q = 0 saknar l6sning om

- ()

Beuvis. Uttrycket under rot-tecknet i (2.6) &r negativ om

0> ()

Da saknar ekvationen lgsningar. Annars ges losningarna av (2.6). O

15



2.5 Nagra specialfall

Ibland stoter man pa ekvationer som inte ser ut som andragradsekva-
tioner fast de dr det. Det enklaste exemplet &r néir ekvationen redan &r
fakroriserad, vilket till exempel géller for ekvationen

(x—2)(z+3)=0

Nér denna ekvation skall 16sas finns det naturligtvis ingen anledning att
multiplicera ihop faktorerna och tillimpa (2.6) pa resultatet. Losningarna
fas direkt genom att betrakta varje faktor som en ekvation av grad ett.
I detta fall &r l6sningarna x; = 2 och x5 = —3.

Ett annat exempel &r ekvationen

I z-—1
r  r+3
Denna angrips sa att man forst konstaterar att © = 0 och x = —3 ¢j

ar tillatna losningar eftersom detta skulle innebéra en division med noll.
Dérefter forlanger man respektive sida med lémpliga polynom sa att
niamnarna blir lika pa bada sidor:

I 243 z—-1 x

T :)3+3_:)3+3.a:

Denna likhet kan endast vara uppfylld om
r+3=(@-zr < 22-2r-3=0

Den sista ekvationen har losningarna x; = —1 och xy = 2, vilket &r tva
tillata l6sningar.

3 Grafen och faktorernas multiplicitet

3.1 Linjira nollstillen
Da vi studerat ekvationen
2 4+pr+qg=0
har vi hittills ej berort det fall dar
p 2
1= (3) -

Da ger (2.6) att x; = xq, vi far alltsa endast en rot da bendmns bendmns
dubbelrot. Detta kommer av att

2 +prtq
da &r en jamn kvadrat vars faktorisering &r
2
(z —p/2)
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vilken innehaller en faktor som har multiplicitet tva. Funktionerna f; och
f3 1 figuren i avsnitt 2.1.3 dr exempel pa sadana fall. Det enda nollstéllet
dessa tva funktioner har ligger pa z-axeln, de har var sitt kvadratiskt
nollstélle.

Detta kan jamforas med vart standardexempel f; fran avsnitt 2.1.2 som
vi nu kan skriva pa bade polynomform och faktorform:

fi(z) =26z +5=(z—1)(z —5)

Vid respektive nollstélle beter sig grafen som en linje. Ekvationen for
denna linje kan fas genom att sétta in roten for det aktuella nollstéllet i
den faktor som inte &r noll dér.

Vid nollstallet x = 1 satter vi in z = 1 1 faktorn z — 5 och far

file) =~ (z-1)(1-5)=—4z+4

Runt z=1

Vid nollstallet x = 5 séatter vi in z = 5 1 faktorn z — 1 och far

file) =~ (5-1)(x—5)=4x—20

Runt z=5

Resultatet visas i figuren nedan.

N W OOy g
)
—
S
—
8
8
l
e
8
\
[N}
o

J=
I
i e

1
[\
="
™~

|
w

\

_5 [
2-101234567

Nollstdllen som dessa bendmns linjdra nollstillen eftersom funktionen
kan approximeras med en linje vid dessa.

Att denna metod fungerar beror pa att den faktor som forédndras mest
kring ett nollstélle &r den som har att gora med nollstéllet. Exempelvis
forandras faktorn z — 1 med 200% mellan z = 0,9 och x = 1,1 (fran
—0,1 till 0,1), medan faktorn z — 5 bara fordndras ca 4,9 % (fran —4, 1
till —3,9).

Déarfor far man en bra approximation till funktionen om man later denna
faktor vara 1 — 5 = —4 hela tiden runt = = 1.
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3.2 Kwvadratiska nollstallen

For att sédtta detta i ett intressantare sammanhang kan vi som exempel
studera tredjegradspolynomet

(x+2) (x —3)°

h(r) =

som alltsa har en faktor med multiplicitet ett och en med multiplicitet
tva. De representerar alltsa ett linjéart respektive ett kvadratiskt nollstdlle.
Grafen till h &r avbildad i figuren nedan, déir dven linjen

h@les = £ (0+2) (-2 -3

och parabeln
1
h(@)],s = = (3+2) (- 3)°

ot

finns med.

[ ha) = 3o+ 2)(x — 3
e e )| em 2 Lo+ 2)(-2 — 3
T pa)loms ~ LB+ 2)(a )

=N WA OOy I o

e}
\
8

1 1
N
——

|
w
=

1
I
—==

1
ot
==

-5-4-3-2-101234567

4 Megadvningen

4.1 Inledning

Denna 6vning handlar om en funktion f(z) som &r ett polynom av
grad tva som har tva nollstéillen. Genom att folja instruktionerna ne-
dan kommer du att se hur begreppen nollstéllen, faktorform och po-
lynomform, kvadratkompletterad form och symmetrilinje hénger ihop
med andragradsekvationen och dess l6sningar. Dessutom 6vas algebra
och brakrakning.

Meningen &r att du skall kidnna dig sa hemma bland dessa begrepp, sa
att du skall ”se” ett polynom pa faktorform da du tittar pa grafen till
motsvarande funktion och vice versa.
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Ovningen &r konstruerad sa att du fortlépande kontrollerar om du gjort
ratt pa olika vis (det dr en del av instruktionerna). Darfor behovs inget
facit.

Du varierar sjialv 6vningen genom att gora olika inledande val. Dérfor kan
du utféra 6vningen flera ganger till dess du ser ett monster och forstar
hur begreppen hénger ihop.

Lycka till!

4.2 Uppgifter
4.2.1 Vailj tva punkter

Vilj tva punkter som skall bli funktionens nollstéllen. Jag véljer —1 och
4.

4.2.2 Pricka in dem i koordinatsystem

Pricka in dessa i ett koordinatsystem.

Vi kan nu skriva funktionen f pa faktorform eftersom vi vet dess nollstéllen:
f@)=k(z—(-1)(z—-4)=k(z+1)(x—4)

Funktionen f &r inte entydigt bestdmd endast genom sina nollstéllen. Det
kan ga manga parablar genom tva punkter (grafen till vinster nedan).
De olika kurvorna svarar mot olika viarden pa konstanten k.

Yy Y

6 ‘\ A l’ 6 A
o — } 5
4 3 AP / 4

\ // \\ 1
3 \ / \ / s
2 NN AN 2 P
1 NI\ ! \ 1 1

SV \[/ 7
0 ‘I“\ j" >z 0 4 & >

[ & 4771
-1 /’ \\\ T /'I “\ -1
_2 1 \ Vi \ _2
_3 :/ \‘ ’I ‘\“ —3
_4 II \\\ /// \\ _4
-5 1 v -5
-6 LA \ -6
3-2-1 0123456 3-2-1 0123456

4.2.3 Bestam ytterligare ett funktionsvirde
Bestam en punkt som kurvan skall ga genom, ett funktionsvirde nagonstans

som "laser fast” f. Jag véljer punkten (3,2) sa att f(3) = 2. Pricka in
den punkten ocksa i ditt koordinatsystem (grafen till hoger ovan).

19



4.2.4 Bestam konstanten

Nu aterstar att bestdmma konstanten k. Det kan vi gora med hjilp av
den punkt vi valde i forra momentet. Vi vet ju att f(3) = 2 och att

f@)=k(z+1)(x—4)

Det ger oss en ekvation vi kan 16sa med avseende pa k.

Nu vet vi alltsa:

4.2.5 Till polynomform

Multiplicera ihop faktorerna sa att f blir pa polynomform:

) = —3lt)a—4)=

= —% (:172—4z+x—4):

2 3z

= T+ 49
2 Tt

4.2.6 Kontroll

Kontrollera att du riknat rétt genom att sétta in de véarden pa x dér du
vet funktionens vérden.

(=1)*  3(-1) 1 3

1) = — Q= —— -~ 4+92=

f=1 > Tt p 2=l
42 3.4 16 12

f)=—— 4" 2= 4 4 2=— 2=

f(4) 5Tt 5t T 8+6+2=0
3% 3-3 9 9

= 4+ T4 92=-""4"19=29
f(3) st + 5+t

4.2.7 Los andragradsekvationen

Los nu ekvationen f (z) = 0 for att se att losningarna blir x = —1 och
r = 4.
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?—3x—-4 = 0 Till pq - form

2
r = —73 + \/(7) — (—4) Enligt pq - formeln

H-
=~ O
+

=5

H_

I
CIRICN RIS CT RIS
H-
Mo | O
)
=] &

|
—_

ry =

W

T2

Bra! Losningarna blev det de skulle.

4.2.8 Kvadratkompletterad form

Skriv om funktionen fran polynomform till kvadratkompletterad form.

I detta exempel dr det mest praktiskt att bryta ut en faktor —% sa att

man slipper strula med en faktor % i det man lagger till och drar bort.

Observera bara att ndr man multiplicerar tillbaka faktorn % in i paren-

tesen som &r i kvadrat, sa kommer denna ”delas upp” med en faktor %
i vardera av de tva faktorerna.

flz) = ——+—4+2=

Vi ser att det ar ett minustecken framfoér kvadraten, symmetrilinjen x3 =
2 och a = % och extremvérdet (i detta fall funktionens storsta vérde)

ir =2,
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4.2.9 Kontroll: Bestim symmetrilinjen ur nollstillena

Berdkna det virde pa x dar symmetrilinjen gar genom att anvénda
nollstillena. Symmetrilinjen gar mellan (har samma vérde som medelvérdet
av) nollstéllena. I mitt fall far jag

144
-

3
Ty = -
2

Detta stdmmer med vad vi fick i da vi skrev f pa kvadratkompletterad
form.

4.2.10 Kontroll: Berikna extremvirde ur polynomform

Rékna ut funktionens minsta eller storsta virde (beroende pa om tecknet
framfor z2-termen #r + eller —). For alla parablar giller att detta intriiffar
pa symmetrilinjen. Vi far

s) = ——- — e — 2:—_ — 2:—— —_— —:—:3,125
f (@) 9 +2 2+ 8+4+ 8+ 8+ 8 8

1(3)233 9 9 9 18 16 25
9

vilket ocksa stédmmer med vad vi fick i da vi skrev f pa kvadratkomplet-
terad form.

4.2.11 Rita symmetrilinjen

Rita in symmetrilinjen och punkten

(@s, [ (25))

i ditt koordinatsystem. I mitt fall blir punkten alltsa

3 25
2, 22) =(1,5;3,125).
(278) (75737 5)

Vany
U

]
D
V2

e ——t —— .________..__._____{}_ | Ep—

3-2-10123456
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4.2.12 Rita kurvan

Rita kurvan y = f (x) i ditt koordinatsystem. Detta gor du genom att
valja nagra virden pa x och rdkna ut motsvarande funktionsvirden. Du
kan dessutom utnyttja att funktionsviarden for tva virden pa x som be-
finner sig lika langt fran symmetrilinjen blir lika. Till exempel borde f (0)
vara 2 eftersom 0 och 3 ligger lika langt fran symmetrilinjen.

x f(z)
—2ochb5| -3
—1 och 4 0

0och 3 2
1 och 2 3
3 3,125

Nér du har prickat in detta i ditt koordinatsystem ritar du grafen.
Y

A

¥ B
y f \

-3-2-10123456

4.3 Vad du borde bli bra pa nu

Genom att upprepa denna 6vning for olika val av nollstédllen och den
tredje punkten bor du fa sa djup insikt i denna del av matematiken att
foljande 6vningar upplevs som létta.

e Faktorisera polynomet 2% — 22 — 5.
e Los ekvationen 222 + z — 10 = 0.
e Ange det storsta virde funktionen f (z) = —32% — z + 18 antar.

e Ange ett uttryck for det polynom vars graf visas i grafen nedan.

Du skall alltsa kunna dyka ned pa vilken lédnk som helst i kedjan nollstéllen
- faktorform - polynomform - kvadratkompletterad form - andragradsekva-
tion - symmetrilinje - graf - nollstéllen och kunna ta dig till alla andra
lénkar utan problem.
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-6-5-4-3-2-1 01 2

4.3.1 Anméirkning 1

Vad hénder om man véljer samma vérde pa x tva ganger for nollstéllena?
Det gar alldeles utmérkt. Om du exempelvis véljer x = 2 tva ganger far
du ett uttryck pa formen f (z) =k (z — 2) (z — 2) = k (z — 2)°.

Sen dr det bara att folja instruktionerna. Testa sa far du se vad som
héander!

4.3.2 Anmirkning 2
Vad hénder om man bérjar med en graf som inte skédr z-axeln nagon
gang? Till exempel kan det se ut som i grafen nedan.

)
A

N = O = DN Wk ot

-7-6-5-4-3-2-1 0123

En graf som denna hor ihop med andragradsekvationer som saknar 16sning
(nér det blir ett negativt tal under rot-tecknet i pg-formeln). Figuren
ovan visar grafen till funktionen

?  x
L 4243
f () 19"
Forsok 16sa ekvationen f (z) = 0 sa far du se vad som hénder.

Polynom av den hér typen gar alltsa inte att faktorisera och motsvarar
ungefar vad primtal &r i de hela talen. De &r irreducibla polynom.

24



