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1 Inledning

Denna text har f6ljande syften.

1.  Séga nagra ord om viskds ddmpning eftersom sia manga viktiga exempel kridver viss
forstaelse om detta.

2. I detalj hirleda l6sningen till y'+ay =k samt diskutera tolkningar av de situationer

den beskriver.

3. Introducera begreppet integrerande faktor och 16sa den inhomogena
differentialekvationen y'+ay=e“.

4.  Idetalj hirleda losningen till y"+ py'+gy =0.

5.  Idetalj ga igenom nagra exempel pa tillimpningar av denna.

Denna text dr inte en introduktion till differentialekvationer.



2 ViskOs dampning

Flera exempel i denna text kommer att behandla situationer dir de finns en kraft som
liknar det vi kallar "luftmotstdnd”. For att gora spraket mer generellt kan vi inte skriva
“luft” da det handlar om gaser generellt. Motstandet behover inte ens vara en gas,
situationen kan vara att nagot faller fritt i till exempel vatten eller annan vitska.

Ett ord som omfattar motstind i alla gaser och vitskor dr viskost motstand. Jamfor med
ordet for att beskriva hur litt flytande mediet ar, viskositet.

Det finns olika matematiska modeller for den dimpande kraften som beskriver olika
situationer olika bra.

Om kroppens rorelse genom mediet dr langsam (jamfér med mediets viskositet) brukar
man sdtta den dimpande kraften (det viskdsa motstandet) proportionell mot kroppens
hastighet, F, =-bs', dir b dr en konstant som bland annat beror av bidde mediets

viskositet och kroppens form.

For hogre hastigheter blir det turbulens bakom foéremalet, varfér F, :—b(s')2 dr mer

relevant. I det senare fallet blir differentialekvationen som beskriver kroppens rorelse
icke-linjér. Teori for detta har inte tagits upp hér, varfor vi koncentrerar oss pa det enklare
fallet.



3 Ofta forekommande situationer

3.1 Problemsituationer

Vildigt ofta stoter man pa situationer som kan beskrivas med differentialekvationer av
typen

(1) y+ay=k
dér a och k ar konstanter. Det finns tva huvudtolkningar. Den ena ér dir fordndringen y'

ar proportionell mot skillnaden mellan y och nagon konstant. Exempel pa detta ar till
exempel forindringen av en kropps temperatur (y'), som dr proportionell mot skillnaden

av kroppens temperatur (y) och temperaturen i det rum dér kroppen forvaras
(konstanten).

Den andra huvudtolkningen &dr dir y' dr summan av en andel av y samt en konstant. Ett

exempel pé detta ar fritt fall under viskost motstdnd, dir hastighetens forandring (v') ar
summan av det viskdsa motstandet (en andel av hastigheten v) och en konstant (jordens
dragningskraft).

Newtons andra lag fér denna situation ger ndmligen
(2) F=ma
3) mg—-bv=mv'

som forenklas till

(4) v'=g—£v.
m

Ett annat exempel problem som ibland gar under namnet blandningsproblem. Didr ar
situationen att forekomsten av ett d&mne i ett kirl dels forandras genom ett utflode som éar
proportionellt mot férekomsten av amnet, samt ett konstant infode.

Schematiskt fas
(5) y'=IN-UT

dér termen IN ofta ges av ett viss méingd per tidsenhet och termen UT ges av ett utflode
proportionellt mot koncentrationen av y i kdrlet. Vi aterkommer till dessa exempel senare.

3.2 Matematisk I6sning
Differentialekvationen (1) har homogenlésningen y, =Ce ™. Den partikuldrlésning som
svarar mot hogerledet ér en konstant, y, = A. Inséttning av y, i (1) ger
(6) O0+aA=k
vilket ger

@) a=%
a

och diarmed



k
(8) Yo :E

och

P
9 y=y,+ty,=Ce +;.

Ett initialvillkor y(0)=y, gor det méjligt att bestimma C. Insittning ger

(10) y(0)=Ce™* +§= Yo
vilket ger
k
(11) C=y,——,
a
och
(12) y(x)=(y0—£je_“x+£.
a a

Detta uttryck skall vi senare jamfora med vad vi fair om vi resonerar oss fram till 16sningar
med hjalp av var fysikaliska intuition.

3.3 Fysikalisk 16sning

3.3.1 Fritt fall i viskdst motstand

Lat oss dtergd till exemplet med fritt fall med viskést motstand. Vi tinker oss forst att vi
slipper foremaélet sa att dess utgangshastighet dr noll. Just da kommer dven det viskosa
motstandet att vara noll. Jordens dragningskraft accelererar foremalet sd att hastigheten
okar, och med den det viskdsa motstandet. Forr eller senare kommer farten att bli sa stor
att det viskdsa motstandet precis balanserar dragningskraften.

Direfter kommer inte kroppens fart dndras eftersom nettokraften pa foremalet dr noll. Da
detta intrdffat dr alltsd v' noll. Den hastighet féremdlet har d& kallar vi for
jaimviktshastigheten v, . Uttryckt som en ekvation blir (4) i denna situation

(13) 0=¢g —ﬁv]. .
o
Ur detta l6ser vi ut jamviktshastigheten och far

_&am
(14) Vj —7.

Om initialvillkoret att &r att kroppens hastighet dr noll,

(15) v(0)=0,



kidnns det rimligt att teckna hastigheten sa att den kommer att 6ka exponentiellt mot v, .

Genom att snegla pa den matematiska losningen inser man att exponenten maste
innehalla faktorn b/m. Vi far

(16) v(t)=%[l—e_’itj.

Lt oss jimfora detta med den matematiska 16sningen. Jamfors (1) och (4), (12) och (16)
samt initialvillkoren inser man att variablerna svarar mot varandra som

y v
Xt
a<b/m
ke g
Yy 0.

Vi ser ocksd att 1osningen dr densamma. Vill man ha ett uttryck for kroppens lidge s maste
(16) integreras. Med initialvillkoret

17) s(0)=0
fas

_gmf m v m
(18) s(r)= b [t+be bj'

Vi ser att denna funktion asymptotiskt kommer att ndrma sig

2

m
(19) s, (t)zvjt—gb2 )

Fbljande bilder visar dessa grafer di m=0,1 kg, g =9,82 kg m/s* och b=0,42 kg/s.
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3.3.2 Maxima och Gnuplot

Nedan f6ljer ett script som ldser (3) med initialvillkoren (15) och (17).
/ *

Losningar till
mv'=mg-bv

dar

v kroppens hastighet [m]

b>0 dampning [kg/s]

t tid [s]

v0 hastighet da t=0 [m/s]

m massa [kg]

g jordaccelerationen [kg m / s"°2]
*/
kill(all);

depends (v, t);
assume (b>0) ;

DE:m*diff (v, t)=m*g-b*v;
LDE:ode2 (DE, v, t);
LIC:icl (LDE, t=0,v=v0);
/*
Integrering for att f& strédckan som funktion av tiden.

s kroppens lage [m]
s0 kroppens lage sa& t=0 [m]



*/

v:rhs (LIC);

s:in

/*

tegrate (v, t)+C;

Med initialvilkoren

fas

*/

s0=0
v0=0

C:rhs(solve(s=s0,C) [1]); /*

c:C,

v, v0
s, vO0

/*
s0=0,v0=0,t=0; /*
=0;

=0,s0=0,C=C; /*

/*

L6s ut C ur s */
C beror nu av s0, v0 och t. */
C far nu rétt varde. */

s innehdller sedan tidigare ett C,
som méste s&ttas till det nya C. */

Graferna ovan édr huvudsakligen genererade med féljande Gnuplotscript.

Lo

da

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#

rese

<

(t)
v_j=

sningar till

mv'=mg-bv

r

v kroppens hastighet [m]

b>0 dampning [kg/s]

t tid [s]

v0=0 hastighet dd t=0 [m/s]

m massa [kg]

g jordaccelerationen [kg m / s"2]
s kroppens lage [m]

s0=0 kroppens l&ge sa t=

t

=g*m/b* (1-exp (-b/m*t))
g*m/b

0 [m]

s (t)=g*m/b* (t+m/b*exp (-b/m*t)-m/b)

s_J(
set
set
set
set
set

plot

set
set

set
set

plot

unse

t)=v_j*t—-g*m**2/b**2
multiplot

origin 0,0.5

size 1, 0.5
xrange[0:1]
yrange[0:3]

v(x) title 'v(t)' 1t 1

xrange[0:1]
yrange[0:2]

origin 0,0
size 1, 0.5

s(x) title 's(t)' 1t 1

t multiplot

, v_j title 'v_3j' 1t 2

, S_Jj(x) title 's_3j(t)"' 1t 2



3.3.3 Férandring av en kropps temperatur

Vi dtergar till exemplet ddr temperaturen forandras. Lat hir 7 vara kroppens temperatur, ¢
tiden, 7, vara rummets temperatur och 7, vara kroppens initialtemperatur.

Differentialekvationen som beskriver fordndringen av 7 med tiden blir da
(20) T'=a(T-Ty)

dir o ir en konstant.

Var kidnsla for den fysikaliska situationen leder oss till att postulera 16sningen
Q1) T(1)=(T,~T,)e ™ +T,

vilken innebédr att temperaturen avtar exponentiellt mot rummets temperatur, antingen
uppifran eller nedifran.

10



4 Integrerande faktor

I detta avsnitt skall vi se att det finns en inhomogen differentialekvation dir
l6sningsmetoden genom att konstruera en partikuldrlésning och en homogenlésning
separat inte fungerar. Dérefter skall vi gi igenom en annan l6sningsmetod som ér lite mer
abstrakt, men som bade klarar det fall dir den forsta 16sningsmetoden inte fungerar och
som dr mer generell.

4.1 Problemsituation med normal I6sningsmetod

Differentialekvationen

(22) y'-ay=0
har 16sningen den allmédnna l6sningen
(23) y=Ce™.

Det finns flera sitt att hédrleda detta. Enklast dr att skriva om differentialekvationen pa
formen y'=ay och fraga sig vilken funktion som har egenskapen att dess derivata ar en

konstant ganger funktionen sjdlv.

Den inhomogena differentialekvationen

(24) y'-ay=Ae",

ddr A dr en given konstant, 16ses genom att dels konstruera den homogena 16sningen
(25) y,=Ce",

dir C dr en obekant konstant, dels att ansitta en partikuldrlgsning av samma typ som
hogerledet,

(26) y,=Cye".

Partikuldrlésningen (26) sétts in i (24). Da erhalles

(27) rCye™ —aCye™ = Ae™ .

Faktorn C, kan nu relateras till A genom att denna ldses ut ur (27):

(28) ¢, =2

r—a
Detta sitt att 16sa differentialekvationer av samma typ som (24) fungerar inte om r=a,
eftersom det da blir en division med noll i (28). Daremot finns en annan l6sningsmetod,
som snart skall tas skall tas upp, forst skall vi bara slutfora 16sandet av (24). Den totala
16sningen blir

X

e”.

(29) y=y,+y,=Ce" +
r—a

11



4.2 Metod med integrerande faktor
Vi behandlar forst det homogena fallet, men formulerar forst om (22) till
(30) Dy—ay=0.

Nu multiplicerar vi (30) med e . Denna faktor ar kallas den integrerande faktorn till
(30). Varfor den kallas sa kommer att bli tydligt snart. Hur som helst fis

(31) Dye ™ —aye ™™ =0.
Det fina &r att detta gar att formulera om till
(32) Dye ™ +yDe ™™ =0.

Termerna i vinsterledet gir nu dterigen att skriva om genom att tillimpa produktregeln
bakldnges. Vi far da

(33) D(ye™)=0.
Om vi nu integrerar bada led far vi
(34) ye“=0C,

ddr C dr en obekant konstant. Det dr detta steg som motiverar namnet integrerande faktor.
Genom att multiplicera med ¢ blev det mojligt att integrerar bada led.

Nu kan vi 16sa ut y och far da naturligtvis samma 16sning som vi fick forut:
(35) y=Ce™.

Det fina med denna metod visar sig i det inhomogena fallet (24). Om denna skrivs om
enligt samma monster fés

(36) Dy—ay=Ae"

(37) Dye ™ —aye ™ = Ae"e™™  Multiplicering med integrerande faktor e™.

(38) D ( ye ) = Ae"™"

Nu kan vi behandla bade fallet r #a och r=a. Vi borjar med det forsta for att se att vi

far det vi fick forut.

421 Fall 1

Integreras nu (38) fas

(39) ye ™ = el C,

dir C, dr en obekant konstant. Ur detta 16ser vi ut y och far

(40) y=—"—e"+C,e".

12



422 Fall 2

Om r =a blir hogerledet i (38) en konstant:
(41) D(ye™)=A.

Integrering av bada led ger da

(42) ye“ =Ax+K,

dir K dr en konstant som kan bestimmas med randvillkor om sddana finns. Loser vi ut y
far vi

(43) y=e¢"(Ax+K).

Detta dr alltsd en 16sning som inte gér att fa fram med metoden att studera den homogena
l16sningen och att till denna ligga en ldmplig partikuldrlosning.

423 Mer avancerade ekvationer

En lite mer avancerad homogen differentialekvation av ordning ett dr

(44) y'+g(x)y=0.
Aven denna kan 16sas genom att multiplicera med en integrerande faktor. Om man

multiplicerar med ¢®" déir G(x) dr primitiv funktion till g(x) kan vi p samma siitt som

forut 16sa ekvationen:

(45) Dye™™ + g (x) ye® =0
(46) D ( ye™ ) =0

(47) yeW=c

(48) y=Ce W

Observera att i vart tidigare enkla exempel var g(x)=-a, vars primitiva funktion &r
G(x)=-ax.

Det virsta man kan raka ut for dr det inhomogena fallet
49) y+g(x)y=h(x).

Med samma metod fas

(50) Dye™™ + g (x) ye®) = h(x)e,

(51) D(yeG(x)) =h(x) e

(52) ye = j h(x)eVdx+C,

(53) y= e_G(x)j h(x) e“Odx + Ce ™

I det allménna fallet kan man naturligtvis raka ut for att integralen i (53) blir lite kranglig.

13



5 Homogena linjara ordinara differentialekvationer
av andra ordningen med konstanta reella
koefficienter

Rubriken antyder att vi nu skall studera nagot vildigt avancerat. S& dr dock inte fallet. Att
en differentialekvation dr homogen betyder att hogerledet dr noll, precis som forut. Att

den dr linjir betyder att det inte fir finnas med termer av typen (y ')2. Jamf6r detta med

fallet att funktioner med termer av typen x’ inte ir linjira. Ordet ordinira betyder att det
bara dr frdgan om funktioner av en variabel. Ordning tvd att det nu fir finnas med
andraderivator. Slutligen betyder konstanta reella koefficienter att koefficienterna framfor
y' och y inte dr funktioner av x, utan reella tal.

5.1 Lésningen

Det som blir kvar av allt detta &r ett uttryck pa formen

(54) y'+py+qy=0.

Denna differentialekvation skall nu 16sas. Det gér till sa att vi forst byter skrivsitt till
(55) D*y+ pDy+qy=0.

I vinsterledet bryts nu y ut, precis som om det var en faktor. D4 fés

(56) (D*+pD+q)y=0.

Ett finare namn pé uttrycket i parentesen dr att det dr en differentialoperator. En operator
dr ett slags funktion som tar en funktion som argument och gor en ny funktion av den. Att
derivera ir till exempel en operator. I (56), liksom i fallet med en enkel derivering, bestar
operatorn endast av att derivera, dir av namnet differentialoperator.

Differentialoperatorn i (56) liknar ett polynom av grad tva. Liksom andra polynom av grad
tva gir dven detta att faktorisera till

(57) (D=r)(D=1)y=0,

dér 1, och r, dr rotter till den karakteristiska ekvationen till differentialekvationen (54).
(58) r*+pr+q=0.

Observera att rotterna 1, och r, mycket vil kan vara komplexal

Nu gor vi ett variabelbyte for att 16sa (57) faktor for faktor”. Vi definierar

(59) (D-n)y=g.

Da blir (57)

(60) (D-75)g=0.

Detta dr en homogen differentialekvation av ordning ett, vars 16sning ar

14



(61) g=Cee™.
Att namnet pa den obekanta konstanten C, dr valt med index 0, beror pé att vi senare
kommer att snygga till den slutliga l6sningen, och dé vill vi inte att namnet C, skall vara
upptaget.
Med (61) insatt i (59) fas en inhomogen differentialekvation av ordning ett,
(62) (D-r,)y=Cye"™.
Detta ar precis samma sorts ekvation som (36), som alltsa har 16sningen
(63) y= G e +Ce™
h=hn

da den karakteristiska ekvationen (58) har tva olika rotter. Observera att i (40) 4r A en
given konstant. Motsvarande konstant C, hdr dr dock en obekant integrationskonstant,

som kom fran l6sandet av (60). Darfor kan vi sétta
CO

r—a

(64) C =

for att snygga till (63) lite. Slutligen fas
(65) y=Ce"™+C,e™.
Da den karakteristiska ekvationen har en dubbelrot r =7 =r, fds 16sningen

66) y=e"(Cpx+K).

5.2 Fallet med komplexa rotter
Nu har vi klarat av sjdlva l6sandet av differentialekvationen. Det finns ddremot lite till att

sdga om det fall da den karakteristiska ekvationen har komplexa rotter.

Eftersom vi bara har behandlar fallet dd koefficienterna ar reella, kan vi dra slutsatsen att
de tvd rotterna 7, och r, maste vara varandras komplexkonjugat. Det betyder att de kan

skrivas pa formen

(67) rn=a+ip
respektive
(68) r,=a-if.

Om dessa sitts in i (63) fas

(69) y=Ce ™"+,

Detta kan forenklas till

(70) y=e™(Ce” +Cre ™),

(71) y=e™ (C1 (cos(Bx)+isin(Bx))+C, (cos(—Bx)+isin (—,Bx))) ,
(72) y=e"(C,(cos(Bx)+isin(Bx))+C, (cos(Bx)—isin(Bx))),

15



(73) y=e™ ((C1 +C2)COS(IBX)+Z'(C1 _Cz)Sin(,Bx))'
Minns att konstanterna C, och C, dr obekanta (till dess vi far randvillkor som gor att vi

kan bestimma dem). Det finns inget som hindrar att vi infér nya konstanter
(74) A=C,+C,

och

(75) B=i(C,-C,)

sd att vi far en lite snyggare 16sning

(76) y=e"(Acos(pBx)+ Bsin(px)).

5.3 Lathund

All teori ovan har inte varit av det enklaste slaget. Begreppet integrerande faktor brukar
tillhora 6verkursen i Matematik E. Dessutom har vi blandat in néstan allt Matematik E har
att erbjuda: Komplexa tal, dess tillimpning inom polynomteori samt
differentialekvationer. I praktiken maéste man inte ga igenom allt detta for att kunna 16sa
problem. Istdllet foljer man dessa punkter.

1. Skriv differentialekvationen pa formen y"+ py'+¢qy=0.
2. Lbos den karakteristiska ekvationen r* + pr+¢=0.
3.  Om rotterna dr olika och reella, 7, och r,, dr 16sningen y = C,e™ +C,e"™".

4. Om det blir en dubbelrot r ir 16sningen y=¢" (Cx+K).

5.  Om rotterna dr komplexa, med realdelar & och imaginirdelar S respektive —/f, dr
l6sningen y =e** (Acos(fx)+ Bsin(x)).

6.  Finns randvillkor kan man bestimma konstanterna C, och C,, C och K, respektive
AochB.

Det ar allt!

16



6 Exempel

6.1 Enkelt exempel

Los differentialekvationen y"+y'—6y =0, med randvillkoren y(0) =3 och y'(0)=-2.
Losning

Denna ekvation har en karakteristisk ekvation 7> +r—6=0. Den har lésningarna r =2
och r, =-3. Dirfor dr y=Ce** +C,e™", vars forstaderivata dr y'=2C,e”* —3C,e".
Randvillkoren ger y(0)=C +C,=3 samt y'(0)=2C,-3C,=-2. Vi fir alltsd
ekvationssystemet

C +C,=3
2C, -3C,=-2

vars losning dr

2x _§e—3x

Den slutliga l6sningen ér alltsa y = %e S

6.2 Odémpad svangning

En kropp som ér fast vid en fjader svinger som bekant kring sitt jamviktsldge. Lat s vara
kroppens lige mitt frdn jimviktsliget. Den enda kraft F,, som verkar pa kroppen ér den

fran fjadern, F,, =—ks (Hookes lag), dir k &r fjaderkonstanten for den aktuella fjadern.
2

. S . .
Newtons andra lag F,, =ma, dir a=——=s" dr kroppens acceleration och m dess massa,
t

leder oss till att teckna differentialekvationen
d’s

77) m——=—ks.
(77) e

Pa standardform blir detta
(78) s"+£s =0.
m
Den karakteristiska ekvationen blir
(79) ﬂ+5:0,
m

vars losningar dr de tva komplexa talen

17



80) r,= ii\/z.
m

Notera att 16sningarna blir rent imaginéra. I detta ssmmanhang brukar man definiera

81) w, =\/E.
m

Den allmdnna l6sningen till (77) blir da
(82) s(1)=Acos@y+Bsinay .

Om vi inf6ér begynnelsevillkoret

(83) {:Eg; N

fas

(84) s(1)=s,cosmyt .

Notera att @, dr svingningens vinkelfrekvens och s, dr dess amplitud. Eftersom det inte

finns nagon ddmpande kraft kommer svingningen att fortga med konstant amplitud i det
odndliga.

Jamfoér dven (81) med din intuitiva uppfattning om svingningar som dessa. Om massan for
kroppen ir stor blir vinkelfrekvensen liten och vice versa. Om didremot fjaderkonstanten
ar stor blir d&ven vinkelfrekvensen.

6.3 Viskdst dampad svéangning

Med en ddmpande kraft frdn det viskdsa mediet F, =-bs' fids en term till i

differentialekvationen. Vi far
d’s
85) m——=—ks—bs'.
85) dr’
P3 standardform blir detta
(86) s"+£s'+£s =0.
m m
Den karakteristiska ekvationen blir
(87) r? +£r+£ =0,
m m
vars losningar ar

2
88) =t Lyt
’ 2m

4m> m
Beroende pa hur stor dimpningen dr jamfort med fjaderkonstanten och kroppens massa
maste vi behandla tre fall.
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6.3.1 Svag dampning

Om dimpningen r liten, b*> <4km , forvintar vi oss att fa en svingning dir amplituden
avtar med tiden. I detta fall blir 16sningarna (88) komplexa, men inte rent imaginira.
Losningarna skrivs lampligen

b / kK b b ,k b’
(89) iz 2m (m 4m2j 2m : m  4m?

Aven i detta fall dr det praktiskt att definiera

2
(90) wd=‘/5—b—.
m 4m

Den allmdnna losningen till (85) blir d&

_bt
(91) s(t)=e > (Acosw,t+Bsina,t).

Med begynnelsevillkoret
s(0)=s

o [70=5
5'(0)=0

Fas

bt
(93) s(t)=spe > (cosa)dt+ b sina)dtJ.
ma,

Vi ser alltsd att vi fir en sviingande rérelse med exponentiellt avtagande amplitud. Aven
vinkelfrekvensen (90) dndras (minskar) jaimfért med det oddmpade fallet.

6.3.2 Stark ddmpning

I detta fall férvintar vi oss att kroppen kommer att sega sig mot jimviktsliget. Ju storre
ddmpningen &r, desto ldngre tid kommer det att ta innan kroppen hinner fram. I detta fall
giller

(94) b> > 4km

och den allméinna l6sningen till (85) blir
St} [t

Begynnelsevillkoret (92) ger

(95) s(1)= Ae[

o [k, b [k,
(96) S(t)=s0(x/b2—4km +b)e[ > J:j +so(\/m_b)e[ " J:j .

6.3.3 Kritisk ddmpning
Om dampningen ir precis si att b> = 4km fis en dubbelrot

—b
97) r=—
(97) .
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och den allméinna l6sningen blir

bt

(98) s(t)=(Ar+B)e .
Begynnelsevillkoret (92) ger

s,b S
(99) s(1)=| L-t+s, e .
2m

6.3.4 Exempel
Lat m=0.1 kg, 5, =0.03 m och k =2,6 N/m. Definiera b, > = 4km. Fér olika virden pa

b fas da grafer som i figurerna nedan.

S
A I I I
0.03 Svagt dampad ]
' < Kritiskt dampad ------
\S2 Starkt ddmpad =----------
0.02 \‘:;\\
0.01 S

-0.01

-0.02

-0.03

0 025 05 075 1 125 15 175 2
b =1,5-b,

Starkt ddmpad ritisk

bSVagt déampad = O’ 2. eritisk
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I I
0.03 Svagt dampad
. Kritiskt dampad ------
Starkt dampad ----------

0.02

DN
\‘:\
0.01 AN

/a"

-0.01

-0.02

-0.03

0 025 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2

bStarkt dampad = 1’ 2. eritisk
bSvagt dédmpad = O’ 6 ’ eritisk

6.3.5 Maxima och Gnuplot
Nedan f6ljer ett Maxima-script for att 16sa (85) med initialvillkoret (92).

/*
Losningar till
ms''=-bs'-ks
dar
s utslag fran jamnviktslage [m]

b>0 dampning [kg/s]
k>0 fjaderkonstant [N/m]

t tid [s]
s0 utslag da& t=0 [m]
m massa [kg]

*/

depends (s, t);

assume (4*m*k>b"2) ; /* Svagt démpad */
/*assume (equal (4*m*k,b”2)); /* Kritisk démpad */*/
/*assume (4*m*k<b”2) ; /* Starkt dampad */*/

DE:m*diff (s, t,2)=-b*diff (s, t)-k*s;
LDE:ode2 (DE, s, t);
LIC:ic2(LDE,t=0,s=s0,diff(s,t)=0);
Maxima klarar inte av de tre fallen samtidigt. Det krdvs att man definierar vilket som éar

storst av b° och 4km med kommandot assume. Om de dr lika maéste detta goras med
kOHHnandOtequaL

Om man vill rita de tre fallen i samma graf &r det enklast att 16sa problemet med Maxima
(eller for hand), och anvdnda Gnuplot for att rita kurvorna.
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Graferna ovan édr huvudsakligen genererade med f6ljande script. Det som inte finns med
ar sadant som har att gora med att fa bilden till grafikformatet EPS.

# Losningar till

# ms''=-bs'-ks

# dar

# s utslag fran jamnviktsldge [m]
# b>0 dampning [kg/s]

# k>0 fjaderkonstant [N/m]

# t tid [s]

# s0 utslag dad t=0 [m]

# m massa [kg]

set size 1,1
s0=0.03

set xrange[0:2]
set yrange[-s0*1.2:s50*1.2]

set xzeroaxis

m=0.1
k=2.6
b_kritiskt=sqgrt (4*m*k)

b_svagt=0.6*b_kritiskt
b_starkt=1.2*b_kritiskt

R_svagt=sqrt (4*k/m-b_svagt**2/m**2)
S_svagt (t)=exp (-b_svagt*t/ (2*m)) *s0*\
(b_svagt/ (R_svagt*m) *sin (R_svagt*t/2)+cos (R_svagt*t/2))

S_kritiskt(t)=(b_kritiskt*s0*t/ (2*m)+s0)*exp (-b_kritiskt*t/ (2*m))

R_starkt=sqgrt (b_starkt**2/m**2-4*k/m)
S_starkt (t)=(R_starkt*m+b_starkt) *s0/ (2*R_starkt*m) *\
exp(( R_starkt-b_starkt/m)*t/2) \
+(R_starkt*m-b_starkt)*s0/ (2*R_starkt*m) *\
exp ((-R_starkt-b_starkt/m) *t/2)

plot S_svagt (x) title "Svagt démpad" 1t 1,\
S_kritiskt(x) title "Kritiskt démpad" 1t 2,\
S_starkt (x) title "Starkt démpad" 1t 3
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